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SUR CERTAINS COMPLE´TE´S UNITAIRES UNIVERSELS
EXPLICITES POUR GL2(F )
par
Marco De Ieso
Re´sume´. — Dans cet article, nous donnons une description explicite du comple´te´ unitaire
universel de certaines repre´sentations localement Qp-analytiques de GL2(F ), ou` F est une ex-
tension finie de Qp (ce qui ge´ne´ralise des re´sultats de Berger-Breuil pour F = Qp). Pour cela,
nous utilisons certains espaces de Banach de fonctions de classe Cr sur OF (pour r dans R≥0)
introduits dans [15].
Abstract. — In this paper we give an explicit description of the universal unitary completion
of certain locally Qp-analytic representations of GL2(F ), where F is a finite extension of Qp
(this generalizes some results of Berger-Breuil for F = Qp). To this aim, we make use of certain
Banach spaces of Cr functions on OF (for r ∈ R≥0) introduced in [15].
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1. Introduction
Soit p un nombre premier. La dernie`re de´cennie a vu l’e´mergence et la preuve d’une cor-
respondance locale p-adique entre certaines repre´sentations continues de dimension 2 de
Gal(Qp/Qp) et certaines repre´sentations de GL2(Qp). Cette correspondance, qui a pris le
nom de correspondance de Langlands p-adique pour GL2(Qp), a e´te´ initie´e par Breuil ([4],
[5]) et a e´te´ e´tablie par Colmez [13] et Pasˇku¯nas [24] a` la suite de travaux de Colmez [12] et
Berger-Breuil [3].
Si F est une extension finie de Qp, F 6= Qp, la question d’associer des repre´sentations
p-adiques de G
de´f
= GL2(F ) aux repre´sentations p-adiques de dimension 2 de Gal(Qp/F ) dans
l’esprit d’une correspondance locale a` la Langlands n’est pas encore comprise et les re´sultats
obtenus pour l’instant sont tre`s partiels. Cependant Breuil [7], en utilisant principalement les
travaux de Schraen [28] et de Frommer [19] sur la filtration de Jordan-Ho¨lder des induites
paraboliques localement Qp-analytiques, de´finit une repre´sentation localement Qp-analytique
Π(V ) de G pour la plupart des repre´sentations cristallines V de dimension 2 de Gal(Qp/F ) et
a` poids de Hodge-Tate distincts, et en commence l’e´tude. En ge´ne´ral, la repre´sentation Π(V )
ne permet pas de reconstruire la repre´sentation galoisienne de de´part, toutefois on s’attend
a` ce qu’elle intervienne comme sous-objet de la bonne repre´sentation, ce qui fait que les
comple´te´s unitaires universels de ses constituants fondamentaux sont des objets pertinents.
L’objet du pre´sent article est celui de donner une description explicite du comple´te´ unitaire
universel de certaines induites paraboliques localement Qp-analytiques (en particulier celles
qui interviennent dans la construction de la repre´sentation Π(V )). La motivation du fait
qu’une telle description est possible est sugge´re´e par [3, Theore`me 4.3.1], ou` les auteurs
de´crivent le comple´te´ unitaire universel d’une induite parabolique localement alge´brique de
GL2(Qp) en utilisant l’espace des fonctions de classe C
r sur Zp, r e´tant un nombre rationnel
positif qui de´pend de l’induite considere´e.
Pour cela l’auteur a introduit et explore´ dans [15] une nouvelle notion de fonction de classe
Cr sur OF , ou` r de´signe un nombre re´el positif et OF l’anneau d’entiers de F , qui s’appuie
principalement sur les travaux d’Amice, Amice-Velu`, Vishik, Van der Put et Colmez ([1], [2],
[31], [29], [11]) et qui repose sur l’ide´e cruciale suivante : une fonction f de OF dans E est de
classe Cr si f(x+ y) a un de´veloppement limite´ a` l’ordre [r] (ou` [r] de´signe la partie entie`re
de r) en tout x, et si le reste est o(|y|r) uniforme´ment (en x) sur tout compact. Dans [15] on a
aussi montre´ que cette notion ne co¨ıncide pas avec une autre de´finition naturelle de fonction
de classe Cr sur OF obtenue en voyant OF comme Z
[F :Qp]
p (Remarque 3.11).
Voir si les comple´te´s unitaires universels que nous avons construits sont non nuls est, en
ge´ne´ral, une question de´licate et comple´tement re´solue seulement dans le cas F = Qp [3,
Corollaire 5.3.1] en utilisant la the´orie des (ϕ,Γ)-modules de Fontaine [18]. Mentionnons par
ailleurs que le [3, Theore`me 4.3.1] est un ingre´dient important pour e´tablir ce re´sultat. En
de´hors de Qp nous ne connaissons pas en ge´ne´ral la re´ponse. Toutefois, on de´duit la non
nullite´ dans quelques cas a` partir des re´sultats de Vigneras [30] (voir aussi [20] pour une
preuve alternative du meˆme re´sultat) et de l’auteur [16].
1.1. Notations. — Soit p un nombre premier. On fixe une cloˆture alge´brique Qp de Qp et
une extension finie F de Qp contenue dans Qp. On de´signera toujours par E une extension
finie de Qp qui ve´rifie :
|S| = [F : Qp],
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ou` S
de´f
= Homalg(F,E).
En ge´ne´ral, si L de´signe F ou E, on note OL son anneau d’entiers, ̟L une uniformisante
de OL et kL = OL/(̟L) son corps re´siduel. On note f = [kF : Fp], q = p
f et e l’indice de
ramification de F sur Qp, de sorte que [F : Qp] = ef et kF ≃ Fq.
La valuation p-adique valF sur Qp est normalise´e par valF (p) = [F : Qp] et on pose
|x| = p−valF (x) si x ∈ Qp.
Si a ∈ F et n ∈ Z on note D(a, n) = a+̟nFOF , le disque de centre a et de rayon q
−n.
Soit S′ un sous-ensemble de S. Si nS′ = (nσ)σ∈S′ , mS′ = (mσ)σ∈S′ sont des |S
′|-uplets
d’entiers positifs ou nuls posons :
(i) nS′ ! =
∏
σ∈S′ nσ! ;
(ii) |nS′ | =
∑
σ∈S′ nσ ;
(iii) nS′ −mS′ = (nσ −mσ)σ∈S′ ;
(iv) nS′ 6 mS′ si nσ ≤ mσ pour tout σ ∈ S
′ ;
(v)
(nS′
mS′
) nS′ !
mS′ !(nS′−mS′)!
.
Si nS′ = (nσ)σ∈S′ ∈ Z
|S′|
≥0 et z ∈ OF on pose z
nS′ =
∏
σ∈S′ σ(z)
nσ .
Pour alle´ger l’e´criture, nous notons n un |S|-uplet d’entiers positifs ou nuls au lieu de nS .
Si V est un E-espace vectoriel topologique, on note V ∨ son dual topologique.
1.2. E´nonce´ des re´sultats. — Pour e´noncer le re´sultat principal il nous faut introduire
un certain nombre de constructions. Soit J une partie de S, dS\J un |S\J |-uplet d’entiers
positifs ou nuls. Posons :
J ′ = J
∐
{σ ∈ S \ J, dσ + 1 > −valQp(χ1(p))}.
Soient χ1, χ2 deux caracte`res multiplicatifs localement J-analytiques de F
× dans E×. Notons
χ1 ⊗ χ2 le caracte`re de T de´fini par :
(χ1 ⊗ χ2)(
[
a 0
0 d
]
) = χ1(a)χ2(d),
ou` T de´signe le tore de´ploye´ constitue´ par les matrices diagonales de G. Par inflation on en
de´duit une repre´sentation localement J-analytique de P . Notons :
•
(
IndGPχ1⊗χ2
)J−an
l’induite parabolique localement J-analytique, c’est-a`-dire l’espace
des fonctions localement J-analytiques f sur G a` valeurs dans E telles que f(bg) =
(χ1 ⊗ χ2)(b)f(g) (l’action de G e´tant la translation usuelle a` droite sur les fonctions) ;
• (SymdσE2)σ, pour σ ∈ S et dσ ∈ Z≥0, la repre´sentation alge´brique irre´ductible de
GL2 ⊗F,σ E dont le plus haut poids est χσ : diag(x1, x2) 7→ σ(x2)
dσ vis-a`-vis du sous-
groupe des matrices triangulaires supe´rieures.
Conside´rons la repre´sentation localement Qp-analytique de G suivante :
I(χ, J, dS\J) =
( ⊗
σ∈S\J
(SymdσE2)σ
)
⊗E
(
IndGPχ1 ⊗ χ2
)J−an
.
Une premie`re observation est que I(χ, J, dS\J) de´finit un faisceau sur P
1(F ) dont les sections
globales sont les fonctions f : F → E qui ve´rifient les deux conditions suivantes :
(i) f |OF est une fonction dans F(OF , J, dS\J) (De´finition 3.6) ;
(ii) χ2χ
−1
1 (z)z
dS\Jf(1/z)|OF−{0} se prolonge surOF en une fonction dansF(OF , J, dS\J).
Par ailleurs, des formules explicites munissent ce faisceau d’une action continue de G. D’apre`s
la preuve de [17, Proposition 1.21], le comple´te´ unitaire universel de I(χ, J, dS\J) est le
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comple´te´ par rapport au sous-OE[P ]-re´seau engendre´ par les vecteurs :
1OF (z)z
nS\J zmJ , 1F−OF (z)χ2χ
−1
1 (z)z
dS\J−nS\Jz−mJ
pour tout 0 6 nS\J 6 dS\J et mJ ∈ Z
|J |
≥0. Notons I(χ, J, dS\J)
∧
le comple´te´ de I(χ, J, dS\J)
par rapport a` ce re´seau.
Le but de cet article est celui de donner une description explicite de l’espace I(χ, J, dS\J)
∧
.
Dans un premier temps nous de´montrons deux re´sultats qui ajoutent des conditions supple´-
mentaires aux donne´es initiales et qui permettent de ne pas conside´rer des cas pathologiques
ou bien de simplifier le proble`me. Le premier ingre´dient donne deux conditions ne´cessaires
pour que I(χ, J, dS\J)
∧
soit non nul.
Proposition 1.1. — Le deux conditions suivantes sont ne´cessaires pour que I(χ, J, dS\J)
∧
soit non nul :
(i) Le caracte`re central de I(χ, J, dS\J) est inte`gre ;
(ii) On a l’ine´galite´ valQp(χ2(p)) + |dS\J | ≥ 0.
Mentionnons qu’il s’agit d’un re´sultat bien connu pour F = Qp ([17, Lemma 2.1]) et en
dehors de Qp dans le cas localement alge´brique, c’est-a`-dire J = ∅ ([23, Lemme 7.9]). En
particulier, si les conditions de la Proposition 1.1 sont satisfaites on de´duit que r ≥ 0 ou`
r
de´f
= −valQp(χ1(p)).
Notons χ′1 = χ1, χ
′
2 = χ2
∏
σ∈J ′\J σ
dσ et remarquons que l’on a une immersion ferme´e
G-e´quivariante :
I(χ, J, dS\J) →֒ I(χ
′, J ′, dS\J ′).(1.1)
Un autre ingre´dient important est la proposition suivante, essentiellement de´montre par Breuil
en faisant recours aux techniques de´ve´loppe´es par Amice-Ve´lu et Vishik, qui donne des indi-
cations concernant la structure de I(χ, J, dS\J)
∧
, ou plus pre´cisement ses vecteurs localement
Qp-analytiques.
Proposition 1.2. — Supposons que les conditions de la Proposition 1.1 soient satisfaites.
Alors les conditions suivantes sont e´quivalentes :
(i) Toute application continue, E-line´aire et G-e´quivariante I(χ, J, dS\J)→ B, ou` B est
un G-Banach unitaire, s’e´tend de manie`re unique en une application continue, E-line´aire
et G-e´quivariante I(χ′, J ′, dS\J ′)→ B.
(ii) L’application canonique I(χ, J, dS\J)→ I(χ, J, dS\J)
∧
s’e´tend de manie`re unique en
une application continue, E-line´aire et G-e´quivariante I(χ′, J ′, dS\J ′)→ I(χ, J, dS\J)
∧
.
(iii) L’application (1.1) induit un isomorphisme de G-Banach unitaires :
I(χ, J, dS\J)
∧
∼
−→ I(χ′, J ′, dS\J ′)
∧
Donc, d’apre`s la Proposition 1.2 (iii) on est re´duit a` conside´rer I(χ′, J ′, dS\J ′)
∧
. Par un
calcul analogue a` celui dans la preuve de [3, The´ore`me 4.3.1] on trouve qu’une boule ouverte
(de centre 0) du Banach dual de I(χ′, J ′, dS\J ′)
∧
s’identifie aux distributions µ dans le dual
fort de I(χ′, J ′, dS\J ′) telles que pour tout n ∈ Z, tout a ∈ F , tout 0 6 nS\J ′ 6 dS\J ′ et tout
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mJ ′ ∈ Z
|J |
≥0 on a :∣∣∣ ∫
D(a,n)
(z − a)nS\J′ (z − a)mJ′µ(z)
∣∣∣ ≤ Cµqn(r−|nS\J′ |−|mJ′ |)(1.2) ∣∣∣ ∫
F\D(a,n+1)
χ2χ
−1
1 (z − a)(z − a)
dS\J′−nS\J′ (z − a)−mJ′µ(z)
∣∣∣ ≤ Cµqn(|nS\J′ |+|mJ′ |−r),(1.3)
ou` Cµ ∈ R≥0.
D’autre part, un e´tude fine du dual fort de l’espace de Banach des fonctions de classe Cr
sur OF ou plus pre´cisement de son sous-espace ferme´ C
r(OF , J
′, dS\J ′) (§3.1.2) nous fournit
une condition ne´cessaire et suffisante pour qu’une forme line´aire sur FN (OF , J, dS\J) (voir
§3.2 pour une de´finition de cet espace) s’e´tende en une distribution sur Cr(OF , J
′, dS\J ′)
(The´ore`me 3.8). Pour F = Qp il s’agit d’un re´sultat bien connu et duˆ a` Amice-Ve´lu et Vishik
([2], [31]). Plus pre´cise´ment :
The´ore`me 1.3. — (i) Soit µ ∈ Cr(OF , J
′, dS\J ′)
∨. Il existe une constante Cµ ∈ R≥0 telle
que pour tout a ∈ OF , tout n ∈ Z≥0, tout 0 6 nS\J ′ 6 dS\J ′ et tout mJ ′ ∈ Z
|J ′|
≥0 on ait :∣∣∣ ∫
D(a,n)
(z − a)nS\J′ (z − a)mJ′µ(z)
∣∣∣ ≤ Cµ qn(r−|nS\J′ |−|mJ′ |).
(ii) Soit N un entier tel que N ≥ [r] et µ une forme line´aire sur FN (OF , J, dS\J). Sup-
posons qu’il existe une constante Cµ ∈ R≥0 telle que pour tout a ∈ OF , tout n ∈ Z≥0, tout
0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 tels que |nS\J |+ |mJ | ≤ N , on ait :∣∣∣ ∫
D(a,n)
(z − a)nS\J (z − a)mJµ(z)
∣∣∣ ≤ Cµ qn(r−|nS\J |−|mJ |).
Alors µ se prolonge de manie`re unique en une distribution sur Cr(OF , J
′, dS\J ′).
On est alors amene´ a` conside´rer l’espace B(χ′, J ′, dS\J ′) des fonctions f de F dans E qui
ve´rifient les deux conditions suivantes :
(i) f |OF est une fonction dans C
r(OF , J
′, dS\J ′) ;
(ii) χ′2χ
′
1
−1(z)zdS\J′f(1/z)|OF−{0} se prolonge surOF en une fonction dansC
r(OF , J
′, dS\J ′),
qui est un espace de Banach p-adique naturellement muni d’une action continue de G.
Un examen approfondi, qui utilise de manie`re cruciale le The´ore`me 1.3, montre que les
conditions (1.2) et (1.3) se´lectionnent exactement les formes line´aires dans B(χ′, J ′, dS\J ′)
∨
annulant les fonctions d’un sous-espace L(χ′, J ′, dS\J ′) de B(χ
′, J ′, dS\J ′) (voir §4.3 pour une
de´finition de cet espace).
Le re´sultat principal de cet article, qui ge´ne´ralise le [3, The´ore`me 4.3.1] pour F = Qp, est
alors le suivant.
The´ore`me 1.4. — Il existe un isomorphisme G-e´quivariant d’espaces de Banach p-adiques :
I(χ, J, dS\J)
∧
∼
−→ B(χ, J ′, dS\J ′)/L(χ, J
′, dS\J ′).
1.3. Plan de l’article. — Dans la Section 2 nous rappelons quelques ge´ne´ralite´s d’analyse
fonctionnelle p-adique et la notion de comple´te´ unitaire universel introduite dans [17]. La
Section 3 est constitue´e de quelques rappels sur les espaces des fonctions de classe Cr et ses
duaux. Nous introduisons dans la Section 4 les repre´sentations localement Qp-analytiques
I(χ, J, dS\J) qui font l’objet de notre e´tude et ensuite nous construisons la repre´sentation de
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Banach Π(χ, J, dS\J). Dans la section 5 nous donnons deux conditions ne´cessaires pour que le
comple´te´ unitaire universel de I(χ, J, dS\J) soit non nul et ensuite nous commenc¸ons l’e´tude
des espaces duaux (I(χ, J, dS\J)
∧
)∨ et Π(χ, J, dS\J)
∨. Dans la section 6 qui est le cœur de
cet article, nous de´montrons le The´ore`me 1.4 et on termine avec un exemple explicite.
2. Pre´liminaires
2.1. Rappels d’analyse fonctionnelle non archime´dienne. — Dans ce paragraphe
on donne divers notions pre´liminaires d’analyse fonctionnelle non archime´dienne dont on se
servira par la suite. Nous renvoyons a` [25] pour plus de de´tails.
Un E-espace vectoriel topologique V est dit localement convexe si une base de voisinages de
l’origine peut eˆtre de´finie par une famille de sous-OE-modules de V . Ou de manie`re e´quivalente
si la topologie peut eˆtre de´finie par une famille de semi-normes non archime´diennes [25,
Proposition 4.3, Proposition 4.4].
Soit V un E-espace vectoriel localement convexe. Un re´seau L de V est un sous-OE-
module de V tel que pour tout v ∈ V il existe un e´le´ment non nul a ∈ E× tel que av ∈ L. En
particulier, on observe que tous les sous-OE-modules ouverts de V sont des re´seaux. Si l’on
se donne deux re´seaux L1 et L2 de V , on dit qu’ils sont commensurables s’il existe a ∈ E
× tel
que aL1 ⊆ L2 ⊆ a
−1L2. La commensurabilite´ de´finit une relation d’e´quivalence sur l’ensemble
L(V ) des re´seaux ouverts.
On dit qu’un re´seau L de V est se´pare´ si
⋂
n∈N̟
n
EL = 0 ou, de manie`re e´quivalente, s’il
ne contient pas de E-droite.
On dit que V est tonnele´ si tout re´seau ferme´ dans V est ouvert.
On dit que V est de Fre´chet s’il est complet et me´trisable ou, de manie`re e´quivalente,
s’il est complet, Hausdorff, et sa topologie peut eˆtre de´finie par une famille de´nombrable de
semi-normes. En particulier, si sa topologie peut eˆtre de´finie par une unique norme, on dit
que V est un espace de Banach.
Si V est un espace de Banach sur E alors un re´seau ouvert est se´pare´ si et seulement s’il
est borne´. En outre, si L est un re´seau ouvert et se´pare´ de V alors la jauge de L de´finie par :
∀v ∈ V, ‖v‖L = inf
v∈aL
|a|
est une norme et la topologie sur V de´finie par ‖·‖L co¨ıncide avec celle initiale [25, Corollaire
4.12].
On dit que V est de type compact s’il existe un isomorphisme de E-espaces vectoriels
topologiques :
V −→ lim−→
n
Vn
ou` {Vn}n≥1 est un syste`me inductif d’espaces de Banach sur E, tel que les morphismes de
transition sont injectifs et compacts.
Un sous-ensemble B ⊆ V est dit borne´ si pour tout re´seau L ⊆ V il existe a ∈ E tel que
B ⊆ aL.
Soit W un E-espace vectoriel localement convexe. On note HomE(V,W ) l’espace des fonc-
tions E-line´aires et continues sur V a` valeurs dansW . On fixe un sous-ensemble borne´ B ⊆ V .
Si p est une semi-norme continue sur W alors la formule :
pB(f) = sup
v∈B
p(f(v))
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de´finit une semi-norme sur HomE(V,W ). Soit B une famille de sous-ensembles borne´s de
V . La topologie localement convexe sur HomE(V,W ) de´finie par la famille de semi-norme
{pB : B ∈ B, p semi-norme continue sur W} est appele´e B-topologie. Si B est la famille de
tous les singletons alors la B-topologie correspondante est aussi dite topologie faible. Si B est
la famille de tous les sous-ensembles borne´s de V alors la B-topologie correspondante est dite
topologie forte.
2.2. Comple´te´s unitaires universels. — Soit G le groupe des Qp-points d’un groupe
alge´brique line´aire re´ductif connexe de´fini sur Qp. La notion de comple´te´ unitaire universel
pour un espace vectoriel localement convexe muni d’une action continue de G a e´te´ formalise´e
par Emerton dans [17, §1], apre`s que des exemples de comple´te´s unitaires universels aient e´te´
construits par Breuil ([5, 6]) et Berger-Breuil ([3]). Dans ce paragraphe nous rappelons le
contexte dans lequel cette notion s’inse`re ainsi qu’une condition ne´cessaire et suffisante pour
qu’un tel comple´te´ existe.
De´finition 2.1 ([27, 6]). — Un G-Banach est un espace de Banach B sur E muni d’une
action a` gauche de G telle que l’application G× B → B de´crivant cette action est continue.
Un G-Banach B est dit unitaire si pour un choix de norme ‖ · ‖ de´finissant la topologie de B,
on a ‖gv‖ = ‖v‖ pour tout g ∈ G et tout v ∈ B.
Remarque 2.2. — Si le groupe G est compact alors tout G-Banach est unitaire. Ceci n’est
pas vrai si G n’est pas compact.
Soit V un E-espace vectoriel localement convexe et muni d’une action continue de G.
Un comple´te´ unitaire universel de V est un G-Banach unitaire B qui satisfait une certaine
proprie´te´ universelle. Plus pre´cise´ment :
De´finition 2.3 ([17], De´finition 1.1). — Avec les notations pre´ce´dentes, un comple´te´
unitaire universel de V est la donne´e d’un G-Banach unitaire B et d’une application E-
line´aire, continue et G-e´quivariante ι de V sur B telle que toute application E-line´aire,
continue et G-e´quivariante V → W , ou` W est un G-Banach unitaire, se factorise de fac¸on
unique a` travers ι.
Remarque 2.4. — Si un comple´te´ unitaire universel (B, ι) de V existe, alors il est unique
a` isomorphisme pre`s. Par ailleurs, l’adhe´rence dans B de l’image de V a` travers ι ve´rifie
la proprie´te´ universelle e´nonce´e dans la De´finition 2.3. On en de´duit que l’application ι est
d’image dense.
Le lemme suivant fournit une condition ne´cessaire et suffisante pour qu’un tel comple´te´
unitaire universel existe.
Lemme 2.5 ([17], Lemme 1.3). — La G-repre´sentation V admet un comple´te´ unitaire
universel si et seulement si l’ensemble des classes de commensurabilite´ des re´seaux ouverts et
stables sous l’action de G dans V , partiellement ordonne´ par l’inclusion, posse`de un e´le´ment
minimal.
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3. Rappels sur les fonctions de classe Cr sur OF
Soit r ∈ R≥0. Dans [15] nous avons introduit une nouvelle notion de fonction de classe C
r
sur OF , qui s’appuie principalement sur les travaux d’Amice, Amice-Velu`, Vishik, Van der
Put et Colmez ([1], [2], [31], [29], [11]). Dans cette section nous allons rappeler un certain
nombre de constructions et de re´sultats concernant l’espace des fonctions de classe Cr sur OF .
Nous renvoyons a` [15] pour plus de de´tails et a` [21] et [22] pour d’autres possibles notions.
3.1. De´finition et comple´ments. — Soit r ∈ R≥0. Notons [r] sa partie entie`re. Si n ∈ Z≥0
et ∗ ∈ {<,≤, >,≥,=} notons :
I∗n =
{
i ∈ Z
|S|
≥0,
∑
σ∈S
iσ ∗ n
}
.
De´finition 3.1. — On dit que f : OF → E est de classe C
r sur OF s’il existe des fonctions
borne´es Dif : OF → E, pour i ∈ I≤[r], telles que, si l’on de´finit εf,[r] : OF ×OF → E par :
εf,[r](x, y) = f(x+ y)−
∑
i∈I≤[r]
Dif(x)
yi
i!
et pour tout h ∈ Z≥0
Cf,r(h) = sup
x∈OF ,y∈̟
h
FOF
|εf,[r](x, y)| q
rh
alors Cf,r(h) tend vers 0 quand h tend vers +∞.
Si f est une fonction de classe Cr sur OF alors il existe une unique famille de fonctions{
Dif : OF → E, i ∈ I≤[r]
}
qui ve´rifie la De´finition 3.1 ([15, Lemme 2.4]). Notons Cr(OF , E) l’ensemble des fonctions de
OF dans E qui sont de classe C
r et munissons-le de la norme ‖ · ‖Cr de´finie par :
‖f‖Cr = sup
(
sup
i∈I≤[r]
sup
x∈OF
∣∣∣Dif(x)
i!
∣∣∣, sup
x,y∈OF
|εf,[r](x, y)|
|y|r
)
ce qui en fait un espace de Banach sur E. Plus pre´cise´ment l’espace Cr(OF , E) est une E-
alge`bre de Banach ([15, Lemme 2.9]), c’est-a`-dire une E-alge`bre norme´e telle que l’espace
vectoriel norme´ sous-jacent soit un espace de Banach.
Montrons le re´sultat suivant dont on se servira par la suite.
Lemme 3.2. — Soit n ∈ Z≥0 et f une fonction de classe C
r sur OF . Notons g la fonction
de OF dans E de´finie par :
z 7→ 1D(0,n)(z)f
( z
̟nF
)
.
Alors g ∈ Cr(OF , E) et ‖g‖Cr ≤ q
nr‖f‖Cr .
De´monstration. — Posons pour tout i ∈ I≤[r] :
∀z ∈ OF , Dig(z) =
( 1
̟nF
)i
1̟nFOF (z)Dif
( z
̟nF
)
(3.1)
et
∀x, y ∈ OF , εg,[r](x, y) = 1D(0,n)(x+ y)f
(x+ y
̟nF
)
−
∑
i∈I≤[r]
1D(0,n)(x)Dif
( x
̟nF
)( y
̟nF
)i
.
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On voit imme´diatement que l’on a
∀h ≥ n, sup
x∈OF ,y∈̟
h
FOF
|εg,[r](x, y)| ≤ sup
x∈OF ,y∈̟
h
FOF
|εf,[r](x, y)|
ce qui implique que g est de classe Cr. Il nous reste a` montrer l’ine´galite´ sur la norme. Par
(3.1) on a :
∀i ∈ I≤[r], sup
z∈OF
∣∣∣Dig(z)
i!
∣∣∣ ≤ ∣∣∣( 1
̟nF
)i∣∣∣ sup
z∈OF
∣∣∣Dif(z)
i!
∣∣∣ ≤ qn|i|‖f‖Cr ≤ qnr‖f‖Cr .(3.2)
Par ailleurs :
• Dans le cas x, y ∈ ̟nFOF on a :
|εg,[r](x, y)|
|y|r
≤
|εf,[r](x, y)|
|y|r
≤ qnr‖f‖Cr .
• Dans le cas x ∈ ̟nFOF , y /∈ ̟
n
FOF on a :
|εg,[r](x, y)|
|y|r
=
∣∣∑
i∈I≤[r]
Dig(x)
yi
i!
∣∣
|y|r
≤ sup
i∈I≤[r]
∣∣∣Dig(x)
i!
∣∣∣|y||i|−r
≤ sup
i∈I≤[r]
sup
x∈OF
∣∣∣Dif(x)
i!
∣∣∣|̟nF |−|i||y||i|−r
≤ qnr‖f‖Cr .
• Dans le cas x /∈ ̟nFOF , x+ y /∈ ̟
n
FOF on a εg,[r](x, y) = 0.
• Dans le cas x /∈ ̟nFOF , x+ y ∈ ̟
n
FOF on a :
|εg,[r](x, y)|
|y|r
=
∣∣∣f( x̟nF + y̟nF
)∣∣∣
|y|r
≤ qnr‖f‖Cr .
Ceci permet, en revenant a` la de´finition de ‖ · ‖Cr , de conclure.
3.1.1. Composition de fonctions. — Soit f une fonction de OF dans E de classe C
r et h
une fonction de OF dans OF . Dans ce paragraphe nous rappelons ([15, §2.2.1]) une condition
suffisante sur h pour que f ◦ h : OF → E soit de classe C
r. Pour cela, nous avons besoin
d’introduire la de´finition suivante.
De´finition 3.3. — Soit r ∈ R≥0. On dit que h : OF → F est de classe C
r,id sur OF s’il
existe des fonctions borne´es h(i) : OF → F , pour 0 ≤ i ≤ [r], telles que, si l’on de´finit
εh,[r] : OF ×OF → F par :
εh,[r](x, y) = f(x+ y)−
[r]∑
i=0
h(i)(x)
yi
i!
et pour tout k ∈ Z≥0
Ch,r(k) = sup
x∈OF ,y∈̟kFOF
|εh,[r](x, y)| q
rk
alors Ch,r(k) tend vers 0 quand k tend vers +∞.
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Notons Cr,id(OF , F ) l’ensemble des fonctions de OF dans F qui sont de classe C
r,id. On
munit Cr,id(OF , F ) de la norme ‖ · ‖Cr,id de´finie par :
‖h‖Cr,id = sup
(
sup
0≤i≤[r]
sup
x∈OF
∣∣∣h(i)(x)
i!
∣∣∣, sup
x,y∈OF
|εh,[r](x, y)|
|y|r
)
ce qui en fait un espace de Banach sur F .
Proposition 3.4. — Soit r ∈ R≥0. Si h : OF → OF est une fonction de classe C
r,id alors
(i) ∀f ∈ Cr(OF , E), f ◦ h ∈ Cr(OF , E) ;
(ii) l’application de Cr(OF , E) dans C
r(OF , E) de´finie par f 7→ f ◦ h est continue.
De´monstration. — Voir [15, Proposition 2.12].
3.1.2. Construction de sous-espaces ferme´s. — Soit r ∈ R≥0, J ⊆ S et dσ ∈ Z≥0 pour
σ ∈ S\J . Nous allons de´finir un sous-espace ferme´ de Cr(OF , E) qui de´pend de J et de dS\J
et qui va jouer un roˆle important dans la suite.
Posons :
J ′ = J
∐
{σ ∈ S\J, dσ + 1 > r}
et de´signons par eσ le vecteur de Z
|S|
≥0 ayant toutes ses composantes nulles sauf celle d’indice
σ qui est e´gal a` 1. Notons pour tout f ∈ Cr(OF , E) :
∀σ ∈ S, 0 ≤ i ≤ [r],
∂i
∂ziσ
f = Dieσf.
De´finition 3.5. — On note Cr(OF , J
′, dS\J ′) le sous-E-espace vectoriel des fonctions f de
classe Cr sur OF telles que :
∀σ ∈ S\J ′,
∂dσ+1
∂zdσ+1σ
f = 0.
D’apre`s [15, Corollaire 2.8] l’ope´rateur Di est continu pour tout i ∈ I≤[r] ce qui implique
que l’espace Cr(OF , J
′, dS\J ′) est bien un sous-espace ferme´ de C
r(OF , E). On le munit de
la topologie induite par celle de Cr(OF , E) qui en fait un espace de Banach sur E.
3.2. Fonctions localement analytiques et fonctions de classe Cr. — Soit U ⊆ OF
un sous-ensemble ouvert, J ⊆ S et dσ ∈ Z≥0 pour σ ∈ S\J . Pour a ∈ U et n ∈ Z≥0 tels que
D(a, n) ⊆ U , on note O(D(a, n), J, dS\J) le E-espace vectoriel des fonctions f : D(a, n)→ E
telles que
f(z) =
∑
m=(mσ)σ∈S∈Z
|S|
≥0
mσ≤dσ si σ∈S\J
am(a)(z − a)
m
avec am(a) ∈ E et |am(a)|q
−n(|m|) → 0 quand |m| → +∞. Muni de la topologie de´finie par
la norme
‖f‖a,n = sup
m
(
|am(a)|q
−n(|m|)
)
c’est un espace de Banach sur E.
Par compacite´ de U il existe h0 ∈ Z≥0 tel que
∀a ∈ U,∀h ≥ h0, D(a, h) ⊆ U.
SUR CERTAINS COMPLE´TE´S UNITAIRES UNIVERSELS EXPLICITES POUR GL2(F ) 11
Pour tout h ≥ h0 on note Fh(U, J, dS\J) le E-espace vectoriel des fonctions f : U → E telles
que :
∀a ∈ U, f |D(a,h) ∈ O(D(a, h), J, dS\J).
On munit cet espace de la norme de´finie par :
‖f‖Fh = sup
amod̟hF ,a∈U
‖f |D(a,h)‖a,h(3.3)
qui en fait un espace de Banach sur E. On voit imme´diatement que cette de´finition ne de´pend
pas du choix des repre´sentants. De plus ([25, p. 107]) les inclusions
Fh(U, J, dS\J) →֒ Fh+1(U, J, dS\J)
sont continues et compactes.
De´finition 3.6. — On note F(U, J, dS\J) le E-espace vectoriel des fonctions f : OF → E
telles qu’il existe un entier h tel que h ≥ h0 et
f ∈ Fh(U, J, dS\J).
On munit l’espace F(U, J, dS\J) de la topologie de la limite inductive qui en fait un espace
de type compact. Posons pour tout N ∈ Z≥0 :
FN (OF , S) =
∑
d∈I≤N
F(OF , ∅, d);
FN (OF , J, dS\J) = F
N (OF , S) ∩ F(OF , J, dS\J).
Notons que l’espace FN (OF , S) (resp. F
N (OF , J, dS\J)) est un sous-E-espace vectoriel de
F(OF , S) (resp. F(OF , J, dS\J)) et rappelons les deux faits suivants :
• L’espace F(OF , J, dS\J) s’injecte de fac¸on continue dans C
r(OF , J
′, dS\J ′) [15, Corol-
laire 3.4] ;
• Si N est un entier tel que N ≥ [r], alors l’espace FN (OF , J, dS\J) est dense dans
Cr(OF , J
′, dS\J ′) [15, Corollaire 3.16].
En particulier, le deuxie`me point est conse´quence du fait que l’on peut construire une base de
Banach pour l’espace Cr(OF , J
′, dS\J ′) qui est constitue´e de fonctions dans F
[r](OF , J, dS\J).
3.3. Distributions d’ordre r. — Conservons les notations du §3.2 et notons FN (OF , J, dS\J)
∨,
pour tout N ∈ Z≥0, l’ensemble des formes line´aires sur F
N (OF , J, dS\J). Si N est un entier
tel que N ≥ [r] alors, d’apre`s [15, Corollaire 3.16], l’inclusion
FN (OF , J, dS\J) ⊆ C
r(OF , J
′, dS\J ′)
induit une injection
Cr(OF , J, dS\J)
∨ →֒ FN (OF , J, dS\J)
∨.
Dans cette section nous rappelons une condition ne´cessaire et suffisante pour qu’une forme
line´aire µ : FN (OF , J, dS\J) → E s’e´tende en une forme line´aire continue sur l’espace de
Banach Cr(OF , J
′, dS\J ′). Cela ge´ne´ralise un re´sultat duˆ a` Amice-Ve´lu et Vishik ([2], [31]).
De´finition 3.7. — On appelle distribution tempe´re´e d’ordre r sur OF une forme line´aire
continue sur l’espace de Banach Cr(OF , J
′, dS\J ′).
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Notons : (
Cr(OF , J
′, dS\J ′)
∨, ‖ · ‖Dr ,J ′,(dσ)σ
)
l’espace des distributions tempe´re´es d’ordre r sur OF muni de la topologie forte.
Soit N ∈ Z≥0. Si µ ∈ F
N (OF , J, dS\J)
∨ et f ∈ FN (OF , J, dS\J) on note
∫
OF
f(z)µ(z)
l’accouplement et on pose :∫
D(a,n)
f(z)µ(z) =
∫
OF
1D(a,n)(z)f(z)µ(z)
ou`, pour a ∈ OF et n ∈ Z≥0, 1D(a,n) de´signe la fonction caracte´ristique de a+̟
n
FOF .
The´ore`me 3.8. — (i) Soit µ ∈ Cr(OF , J
′, dS\J ′)
∨. Il existe une constante Cµ ∈ R≥0 telle
que pour tout a ∈ OF , tout n ∈ Z≥0, tout 0 6 nS\J ′ 6 dS\J ′ et tout mJ ′ ∈ Z
|J ′|
≥0 on ait :∣∣∣ ∫
D(a,n)
(z − a)nS\J′ (z − a)mJ′µ(z)
∣∣∣ ≤ Cµ qn(r−|nS\J′ |−|mJ′ |).(3.4)
(ii) Soit N un entier tel que N ≥ [r] et µ ∈ FN (OF , J, dS\J)
∨. Supposons qu’il existe une
constante Cµ ∈ R≥0 telle que pour tout a ∈ OF , tout n ∈ Z≥0, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout
mJ ∈ Z
|J |
≥0 tels que |nS\J |+ |mJ | ≤ N , on ait :∣∣∣ ∫
D(a,n)
(z − a)nS\J (z − a)mJµ(z)
∣∣∣ ≤ Cµ qn(r−|nS\J |−|mJ |).(3.5)
Alors µ se prolonge de manie`re unique en une distribution tempe´re´e d’ordre r sur OF .
De´monstration. — [15, The´ore`me 4.2].
Remarque 3.9. — La preuve du The´ore`me 3.8 utilise de manie`re cruciale la construction
explicite d’une base de Banach pour l’espace Cr(OF , J
′, dS\J ′), qui de´pend de r et qui consiste
d’une famille de´nombrable de fonctions localement polynoˆmiales [15, Proposition 3.15]. Si
F = Qp cette base co¨ıncide avec celle construite par Van der Put pour l’espace des fonctions
continues sur Zp et ge´ne´ralise´e par Colmez pour r quelconque ([29], [11, The´ore`me I.5.14]).
Signalons que pour l’espace des fonctions continues sur OF cette base a de´ja` e´te´ costruite par
De Shalit [14, §2].
Remarque 3.10. — Une conse´quence facile du The´ore`me 3.8 ([15, Corollaire 4.3]) est la
remarque suivante. Si l’on de´finit ‖µ‖r,dS\J , pour µ ∈ C
r(OF , J
′, dS\J ′)
∨ par la formule
‖µ‖r,dS\J = sup
a∈OF ,n∈Z≥0
sup
mJ∈Z
|J|
≥0
06nS\J6dS\J
(∣∣∣ ∫
D(a,n)
(z − a)nS\J (z − a)mJµ(z)
∣∣∣q−n(r−|nS\J |−|mJ |))
alors ‖ · ‖r,dS\J est une norme sur C
r(OF , J
′, dS\J)
∨ e´quivalente a` ‖ · ‖Dr,J ′,(dσ)σ .
Remarque 3.11. — Notons d = [F : Qp]. En utilisant le fait que OF est un Zp-module libre
de rang d on est amene´ a` conside´rer une autre notion, tout a` fait naturelle, de fonction de
classe Cr sur OF . Fixons une d-uplet ~r = (ri)1≤i≤d de nombres re´els positifs ou nuls tels que∑
ri = r et une base (ei)1≤i≤d de OF sur Zp. Notons θ l’isomorphisme de Zp-modules de´fini
par :
θ : Zdp
∼
−→ OF , (a1, . . . , ad) 7→
d∑
i=1
aiei.
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Si z ∈
⊗d
i=1 C
ri(Zp, E), on de´finit ‖z‖ comme l’infimum des supj∈J ‖vj1‖Cr1 · . . . · ‖vjd‖Crd
pour toutes les e´critures possibles de z sous la forme
∑
j∈J vj1 ⊗ . . . ⊗ vjd . Ceci munit⊗d
i=1 C
ri(Zp, E) d’une semi-norme et on note
⊗̂d
i=1C
ri(Zp, E) le se´pare´ comple´te´ de l’es-
pace
⊗d
i=1 C
ri(Zp, E) pour cette semi-norme. Notons :
C~r(OF , E) =
{
f : OF → E, f ◦ θ ∈
⊗̂d
i=1C
ri(Zp, E)
}
,
et munissonsC~r(OF , E) de la topologie de´duite de celle de´finie sur
⊗̂d
i=1C
ri(Zp, E). Dans [15,
§5] on a montre´ que les espaces de Banach Cr(OF , E) et C
~r(OF , E) ne sont pas isomorphes
de`s que r > 0.
4. Repre´sentations de GL2(F )
4.1. Ge´ne´ralite´s. — On fixe de´sormais une partie J de S jusqu’a` la fin de l’article. Soit
G un groupe de Lie localement F -analytique. On note G0 le groupe de Lie localement Qp-
analytique obtenu par restriction des scalaires de F a` Qp a` partir de G ([10, §5.14]). Si V est
un E-espace vectoriel localement convexe se´pare´, on peut de´finir, suivant [26, §2], l’espace
des fonctions localement Qp-analytiques de G dans V comme e´tant l’espace des fonctions
localement analytiques de G0 dans V . On note C
Qp−an(G,V ) l’espace de ces fonctions muni
de l’action a` gauche de G usuelle.
Soit g l’alge`bre de Lie de G. On a une action Qp-line´aire de g sur l’espace C
Qp−an(G,V )
de´finie par :
(xf)(g) =
d
dt
(
t 7→ f(exp(−tx)g)
)∣∣∣
t=0
ou` exp: g 99K G de´signe l’application exponentielle de´finie localement autour de 0 [26, §2].
Cette action se prolonge en une action de l’alge`bre de Lie g ⊗Qp E. Comme g est un F -
espace vectoriel, alors g⊗Qp E est une alge`bre de Lie sur l’anneau F ⊗Qp E. On en de´duit un
isomorphisme de E-espaces vectoriels :
g⊗Qp E ≃
⊕
σ∈S
g⊗F,σ E.(4.1)
De´finition 4.1 ([28], De´finition 1.3.1). — Une fonction localement Qp-analytique
f : G → V est dite localement J-analytique si l’action de g ⊗Qp E sur f se factorise
par
⊕
σ∈J g⊗F,σ E.
L’ensemble des fonctions localement J-analytiques est un sous-espace ferme´ de CQp−an(G,V ).
On le munit de la topologie induite et on le note CJ−an(G,V ).
De´finition 4.2 ([28], De´finition 1.3.4). — Soit V un espace vectoriel muni d’une topo-
logie se´pare´e localement convexe tonnele´e. On dit que V est une repre´sentation localement
J-analytique de G si les deux conditions suivantes sont ve´rifie´es :
(i) Le groupe G agit sur V par endomorphismes continus ;
(ii) Pour tout v ∈ V , l’application de G dans V de´finie par g 7→ gv est localement
J-analytique.
Dans la De´finition 4.2, l’hypothe`se que V soit tonnele´ implique, en utilisant le The´ore`me
de Banach-Steinhaus ([25, The´ore`me 6.15]), que l’action de G soit continue.
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Exemple 4.3. — L’espace localement convexe CJ−an(G,V ) muni de l’action a` gauche de G
usuelle est une repre´sentation localement J-analytique.
4.2. Rappels sur les induites localement analytiques de GL2(F ). — On pose G =
GL2(F ). On de´signe par T le tore de´ploye´ constitue´ par les matrices diagonales de G et
par P le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supe´rieures. On de´signe par N le
sous-groupe de G des matrices unipotentes supe´rieures.
Si (ρ, P ) est une repre´sentation localement J-analytique de P , on note IndGP (ρ)
J−an l’espace
des fonctions localement J-analytiques de G dans V telles que :
∀g ∈ G,∀p ∈ P, f(pg) = ρ(p)f(g).
On munit cet espace d’une action a` gauche et E-line´aire de G par (gf)(g′) = f(g′g), ce qui
en fait une repre´sentation localement J-analytique.
Soit χ un caracte`re localement Qp-analytique de T . Par inflation on peut aussi le voir
comme repre´sentation localement Qp-analytique de P . Nous allons construire ici certaines
sous-repre´sentations localement Qp-analytique de Ind
G
P (χ)
S−an et puis, en utilisant l’espace
des fonctions localement analytiques sur OF construit au §3.2, on en donne une description
e´quivalente.
Pour t1, t2 ∈ F
× assez proches de 1 on peut e´crire
χ([ t1 00 t2 ]) =
∏
σ∈S
σ(t1)
d1,σσ(t2)
d2,σ ,
avec d1,σ, d2,σ ∈ E. Notons J le sous-ensemble des σ ∈ S tels que
d2,σ − d1,σ /∈ Z≥0.
Quitte a` conside´rer la repre´sentation IndGP (χ)
S−an⊗((
∏
σ∈S\J σ
d1,σ)◦de´t)−1, on peut supposer
qu’au voisinage de 1 on a :
χ([ t1 00 t2 ]) = χ1(t1)χ2(t2)
∏
σ∈S\J
σ(t2)
dσ ,
ou` χ1 et χ2 sont des caracte`res localement J-analytiques de P . On pose u = [ 0 01 0 ] et si σ ∈ S
on note uσ l’e´le´ment de gl2(F ) ⊗Qp E obtenu par l’isomorphisme (4.1). Si σ ∈ S\J , on note
zσ = (uσ)
dσ+1 et on pose :
ǫσ([
t1 0
0 t2
]) = σ(t1t
−1
2 ).
D’apre`s [28, Proposition 1.3.11] l’e´le´ment zσ induit une application, que l’on note encore zσ,
de IndGP (χ)
S−an dans IndGP (χǫ
dσ
σ )
S−an qui est surjective et dont le noyau est isomorphe a`
(SymdσE2)σ ⊗E Ind
G
P (χ
σ)S\{σ}−an,
ou`
• pour σ ∈ S et dσ ∈ Z≥0 on note (Sym
dσE2)σ la repre´sentation alge´brique irre´ductible
de GL2 ⊗F,σ E dont le plus haut poids est χσ : diag(x1, x2) 7→ σ(x2)
dσ vis-a`-vis du sous-
groupe des matrices triangulaires supe´rieurs.
• On de´signe par χσ le caracte`re
χ1 ⊗ χ2
∏
τ∈S\(J
∐
{σ})
τdτ .
SUR CERTAINS COMPLE´TE´S UNITAIRES UNIVERSELS EXPLICITES POUR GL2(F ) 15
On en de´duit imme´diatement pour toute partie S′ de S\J l’isomorphisme suivant :⋂
σ∈S′
ker zσ
∼
−→
(⊗
σ∈S′
(SymdσE2)σ
)
⊗E
(
IndGPχ1 ⊗ χ2
∏
(S\J)\S′
σdσ
)S\S′−an
.
Notons mσ = dσ + 1. D’apre`s la preuve de [28, Proposition 1.3.11] on a le diagramme
commutatif suivant :
IndGP (χ)
S−an zσ //

IndGP (χǫ
dσ
σ )
S−an

(F(OF , S))
2
(
− ∂
mσ
∂z
mσ
σ
,− ∂
mσ
∂z
mσ
σ
)
// (F(OF , S))
2
ou`
• F(OF , S) de´signe l’espace F(U, J, dS\J) pour U = OF et J = S (et donc S\J = ∅) ;
• l’application verticale de gauche (resp. de droite) est un isomorphisme topologique
explicitement donne´ par :
f 7−→
(
(z 7→ f([ 0 1−1 ̟F z ])), (z 7→ f([
1 0
z −1 ]))
)
.
On en de´duit un isomorphisme topologique :(⊗
σ∈S′
(SymdσE2)σ
)
⊗E
(
IndGPχ1 ⊗ χ2
∏
(S\J)\S′
σdσ
)S\S′−an
≃ (F(OF , S\S
′, dS′))
2(4.2)
Posons :
I(χ, S\S′, dS′) =
(⊗
σ∈S′
(SymdσE2)σ
)
⊗E
(
IndGPχ1 ⊗ χ2
∏
(S\J)\S′
σdσ
)S\S′−an
et notons V le E-espace vectoriel des fonctions f : F → E qui ve´rifient les deux conditions
suivantes :
(i) f |OF est dans F(OF , S\S
′, dS′) ;
(ii) χ2χ
−1
1 (z)z
dS\Jf(1/z)|OF−{0} se prolonge surOF en une fonction dansF(OF , S\S
′, dS′).
L’application :
(4.3)
V −→ F(OF , S\S
′, dS′)⊕F(OF , S\S
′, dS′)
f 7−→
((
z 7→ f(̟F z)
)
,
(
z 7→ χ2χ
−1
1 (z)z
dS\Jf(1/z)
))
est un isomorphisme de E-espaces vectoriels. On munit V de la topologie localement convexe
de´duite de cette application. Par les isomorphismes (4.2) et (4.3) et d’apre`s l’e´galite´[
0 1
−1 z
] [
a b
c d
]
=
[ ad−bc
−cz+a −c
0 −cz + a
] [
0 1
−1 dz−b−cz+a
]
on de´duit que l’action de G sur I(χ, S\S′, dS′) se traduit sur V , pour tout g = [
a b
c d ] ∈ G et
tout f ∈ V , par la formule([
a b
c d
]
f
)
(z) = χ1(de´t(g))χ2χ
−1
1 (−cz + a)(−cz + a)
dS\Jf
(
dz − b
−cz + a
)
(4.4)
pour tout z ∈ F , z 6= ac , et que l’on peut prolonger gf par continuite´ en z =
a
c (si c 6= 0) en
une fonction appartenant a` V .
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4.3. Une GL2(F )-repre´sentation de Banach. — Soit J ⊆ S, χ1, χ2 : F
× → E× deux
caracte`res localement J-analytiques et dS\J un |S\J |-uplet d’entiers positifs ou nuls. Notons
r = −valQp(χ1(p)) et supposons r ≥ 0. Posons :
J ′ = J
∐
{σ ∈ S\J, dσ + 1 > r}, χ
′
1 = χ1, χ
′
2 = χ2
∏
σ∈J ′\J
σdσ .
Nous allons ici construire un G-Banach (De´finition 2.1) en utilisant les espaces qui ont e´te´
de´finis au §3.1.2.
Notons B(χ′, J ′, dS\J ′) le E-espace vectoriel des fonctions f : F → E qui ve´rifient les deux
conditions suivantes :
(i) f |OF est une fonction dans C
r(OF , J
′, dS\J ′) ;
(ii) χ′2χ
′
1
−1(z)zdS\J′f(1/z)|OF−{0} se prolonge surOF en une fonction dansC
r(OF , J ′, dS\J ′).
L’application :
(4.5)
B(χ′, J ′, dS\J ′) −→ C
r(OF , J
′, dS\J ′)⊕ C
r(OF , J
′, dS\J ′)
f 7−→
((
z 7→ f(̟F z)
)
,
(
z 7→ χ′2χ
′
1
−1
(z)zdS\J′f(1/z)
))
est un isomorphisme de E-espaces vectoriels. On munit B(χ′, J ′, dS\J ′) de la topologie lo-
calement convexe de´duite de cette application, ce qui en fait un espace de Banach sur E.
Plus pre´cisement, si on de´signe par (f1, f2) l’e´le´ment de (C
r(OF , J
′, dS\J ′))
2 qui correspond
a` f ∈ B(χ′, J ′, dS\J ′) via l’isomorphisme (4.5), on a :
‖f‖B = sup
(
‖f1‖Cr , ‖f2‖Cr
)
.(4.6)
Pour f ∈ B(χ′, J ′, dS\J ′) et g = [
a b
c d ] ∈ G conside´rons la fonction de´finie par :([
a b
c d
]
f
)
(z) = χ1(de´t(g))χ
′
2χ
′
1
−1
(−cz + a)(−cz + a)dS\J′f
(
dz − b
−cz + a
)
(4.7)
pour tout z 6= ac (si c 6= 0). Le re´sultat suivant montre que gf se prolonge par continuite´ en
z = ac en une fonction appartenant a` B(χ
′, J ′, dS\J ′) et que, muni de l’action de G de´finie
par :
(g, f) 7→ gf,
l’espace B(χ′, J ′, dS\J ′) devient un G-Banach.
Lemme 4.4. — L’action a` gauche de G sur l’espace B(χ′, J ′, dS\J ′) de´crite par la formule
(4.7) est bien de´finie et se fait par automorphismes continus.
De´monstration. — Soit f = (f1, f2) ∈ B(χ
′, J ′, dS\J ′). En utilisant l’isomorphisme (4.5) il
est facile de voir que pour tout g = [ a bc d ] ∈ G on a :
(gf)1(z) = χ
′
1(det(g))χ
′
2χ
′
1
−1
(−c̟F z + a)(−c̟F z + a)
dS\J′f1
( dz − b̟F
−c̟F z + a
)
si d̟F z−b−c̟F z+a ∈ ̟FOF et
(gf)1(z) = χ
′
1(det(g))χ
′
2χ
′
1
−1
(d̟F z − b)(d̟F z − b)
dS\J′f2
(−c̟F z + a
d̟F z − b
)
si d̟F z−b−c̟F z+a ∈ F\̟FOF ;
(gf)2(z) = χ
′
1(det(g))χ
′
2χ
′
1
−1
(−c+ az)(−c+ az)dS\J′f1
(−b z̟F + d̟F
az − c
)
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si −bz+daz−c ∈ ̟FOF et
(gf)2(z) = χ
′
1(det(g))χ
′
2χ
′
1
−1
(−bz + d)(−bz + d)dS\J′f2
( az − c
−bz + d
)
si −bz+daz−c ∈ F\̟FOF .
Il suffit donc de montrer que l’application
(4.8)
Cr(OF , J
′, dS\J ′)⊕ C
r(OF , J
′, dS\J ′) −→ C
r(OF , J
′, dS\J ′)⊕ C
r(OF , J
′, dS\J ′)
(f1, f2) 7−→ ((gf)1, (gf)2)
est bien de´finie et continue. Rappelons que par la de´composition de Bruhat on a :
G = P ∪ PwN.(4.9)
On est alors re´duit a` montrer la stabilite´ et la continuite´ de l’application (4.8) pour les
matrices g de la forme [ λ 00 λ ], [
0 ̟F
1 0 ], [
1 0
0 λ ] et [
1 λ
0 1 ] (avec λ ∈ F
×). Or ceci est une conse´quence
des formules ci-dessus, de la Proposition 3.4 et du fait que l’espace Cr(OF , J
′, dS\J ′) est une
E-alge`bre de Banach ([15, Lemme 2.9]).
Remarque 4.5. — Le Lemme 4.4 et le The´ore`me de Banach-Steinhaus [25, The´ore`me 6.15]
impliquent que l’espace B(χ′, J ′, dS\J ′) est un G-Banach.
Soit k ∈ Z>0. Notons Sk ⊂ O
×
F un syste`me de repre´sentants des classes de (OF /̟
k
FOF )
×.
Notons l le plus petit entier positif tel que χ′1|D(ai,l) (resp. χ
′
2|D(ai,l)) est une fonction J
′-
analytique sur l’ouvert D(ai, l) pour tout ai ∈ Sl.
Faisons l’hypothe`se supple´mentaire suivante :
valQp(χ1(p)) + valQp(χ2(p)) + |dS\J | = 0,(4.10)
et notons que (4.10) est e´quivalente a`
valQp(χ
′
1(p)) + valQp(χ
′
2(p)) + |dS\J ′ | = 0.(4.11)
Lemme 4.6. — Les fonctions de F dans E :
z 7→ znS\J′zmJ′
z 7→
{
χ′2χ
′
1
−1(z − a)(z − a)dS\J′−nS\J′ (z − a)−mJ′ si z 6= a
0 si z = a.
pour tout a ∈ F , tout mJ ′ ∈ Z
|J ′|
≥0 et tout 0 6 nS\J ′ 6 dS\J ′ tels que r −
(
|nS\J ′ |+ |mJ ′ |
)
> 0
sont dans B(χ′, J ′, dS\J ′).
De´monstration. — Le meˆme raisonnement que dans [3, Lemme 4.2.2] s’applique. Il suffit de
montrer que la fonction de OF dans E de´finie par :
z 7→
{
χ′2χ
′
1
−1(z)zdS\J′−nS\J′z−mJ′ si z 6= 0
0 si z = 0
est dans Cr(OF , J
′, dS\J ′). Soit f0 la fonction nulle sur OF et, pour n ∈ Z>0 posons :
fn(z) = 1OF \D(0,n)(z)χ
′
2χ
′
1
−1
(z)zdS\J′−nS\J′z−mJ′ .
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La fonction fn est bien dans C
r(OF , J
′, dS\J ′) puisqu’elle est en particulier dans F(OF , J
′, dS\J ′).
Par [25, Lemme 9.9] il suffit de montrer que fn+1 − fn tend vers 0 dans l’espace de Banach
dual de l’espace de Banach des distributions tempe´re´es d’ordre r sur OF , i.e. :
sup
µ∈Cr(OF ,J ′,dS\J′)
∨
∣∣∣ ∫OF
(
fn+1(z) − fn(z)
)
µ(z)
∣∣∣
‖µ‖r,dS\J
→ 0 quand n→ +∞.
Notons que l’on a :
(4.12)
fn+1(z) − fn(z) = 1D(0,n)\D(0,n+1)(z)χ
′
2χ
′
1
−1
(z)zdS\J′−nS\J′z−mJ′
=
∑
ai∈Sl
1D(ai̟nF ,n+l)(z)χ
′
2χ
′
1
−1
(z)zdS\J′−nS\J′z−mJ′ .
Comme χ′1 et χ
′
2 sont des caracte`res J
′-analytiques sur D(ai, l) pour tout ai ∈ Sl on a pour
tout n ≥ 0 :
1D(ai̟nF ,n+l)(z)χ
′
2χ
′
1
−1
(z) = χ′2χ
′
1
−1
(̟nF )1D(ai,l)
( z
̟nF
)
χ′2χ
′
1
−1
( z
̟nF
)
= χ′2χ
′
1
−1
(̟nF )1D(ai,l)
( z
̟nF
) ∑
hJ′>0
bhJ′ (ai)
( z
̟nF
− ai
)hJ′
= χ′2χ
′
1
−1
(̟nF )
∑
hJ′>0
1D(ai̟nF ,n+l)(z)bhJ′ (ai)
(z − ai̟nF
̟nF
)hJ′
.
Notons C1 = supai∈Sl suphJ′ |bhJ′ (ai)| et remarquons que la condition (4.11) implique l’e´galite´∣∣χ′2χ′1−1(̟nF )∣∣ = q−n(2r−|dS\J′ |).
En e´crivant z−mJ′ = (z−ai̟
n
F+ai̟
n
F )
−mJ′ et en de´veloppant on obtient pour tout ai ∈ Sl :
1D(ai̟nF ,n+l)(z)z
−mJ′ = 1D(ai̟nF ,n+l)(z)(ai̟
n
F )
−mJ′
∑
tJ′>0
λtJ′a
−tJ′
i
(z − ai̟nF
̟nF
)tJ′
ou` les λtJ′ sont des e´le´ments de OE . De manie`re analogue, on obtient pour tout ai ∈ Sl :
1D(ai̟nF ,n+l)(z)z
dS\J′−nS\J′
= 1D(ai̟nF ,n+l)(z)
∑
06kS\J′6dS\J′−nS\J′
µkS\J′ (ai̟
n
F )
kS\J′ (z − ai̟
n
F )
dS\J′−nS\J′−kS\J′ ,
ou` les µkS\J′ sont des entiers.
Notons fαS\J′ ,βJ′
, pour tout 0 6 αS\J ′ 6 dS\J ′ et tout βJ ′ ∈ Z
|J ′|
≥0 la fonction de OF − {0}
dans E de´finie par :
z 7→ zdS\J′−αS\J′z−βJ′ .
Par (4.12) on a :∣∣µ(fn+1(z)− fn(z))∣∣ = sup
ai∈Sl
∣∣µ(1D(ai̟nF ,n+l)(z)χ′2χ′1−1(z)fnS\J′ ,mJ′ (z))∣∣,
et, en utilisant les e´galite´s pre´ce´dentes on de´duit pour tout ai ∈ Sl :∣∣µ(1D(ai̟nF ,n+l)(z)χ′2χ′1−1(z)zdS\J′−nS\J′z−mJ′ )∣∣
≤C1q
−n(2r−|dS\J′ |−|mJ′ |) sup
lJ′
kS\J′
q−n(|kS\J′ |−|lJ′ |)
∣∣µ(1D(ai̟nF ,n+l)(z)fnS\J′+kS\J′ ,lJ′ (z − ai̟nF ))∣∣,
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ou` lJ ′ varie dans Z
|J ′|
≥0 et 0 6 kS\J ′ 6 dS\J ′ . D’apre`s la Remarque 3.10 on a :∣∣µ(1D(ai̟nF ,n+l)(z)fnS\J′+kS\J′ ,lJ′ (z−ai̟nF ))∣∣ ≤ ‖µ‖r,dS\J sup
lJ′
kS\J′
q(n+l)(r+|kS\J′ |−|lJ′ |−|dS\J′ |+|nS\J′ |),
d’ou`∣∣µ(fn+1(z) − fn(z))∣∣ ≤ C1‖µ‖r,dS\Jq−n(r−|mJ′ |−|nS\J′ |) sup
lJ′
kS\J′
ql(r+|kS\J′ |−|lJ′ |−|dS\J′ |+|nS\J′ |).
On en de´duit le re´sultat car r > |mJ ′ |+ |nS\J ′ |.
D’apre`s le Lemme 4.6 on sait que pour tout a ∈ F , tout mJ ′ ∈ Z
|J ′|
≥0 et tout 0 6
nS\J ′ 6 dS\J ′ tels que r − |nS\J ′ | − |mJ ′ | > 0, les fonctions z
nS\J′zmJ′ et χ′2χ
′
1
−1(z − a)(z −
a)dS\J′−nS\J′ (z − a)−mJ′ sont dans B(χ′, J ′, dS\J ′). Notons L(χ
′, J ′, dS\J ′) l’adhe´rence dans
B(χ′, J ′, dS\J ′) du sous-E-espace vectoriel engendre´ par ces fonctions.
Lemme 4.7. — Le sous-espace L(χ′, J ′, dS\J ′) est stable par G dans B(χ
′, J ′, dS\J ′).
De´monstration. — Il s’agit d’un calcul facile et est laisse´ au lecteur.
Posons :
Π(χ′, J ′, dS\J ′)
de´f
= B(χ′, J ′, dS\J ′)/L(χ
′, J ′, dS\J ′).
C’est un espace de Banach sur E et, d’apre`s les Lemmes 4.4 et 4.7, il est muni d’une action
de G par automorphismes continus.
5. Re´seaux
5.1. Deux conditions ne´cessaires de non nullite´. — Soit J ⊆ S, χ1, χ2 : F
× → E×
deux caracte`res localement J-analytiques et dS\J un |S\J |-uplet d’entiers positifs ou nuls.
Notons r = −valQp(χ1(p)) et conside´rons la repre´sentation localement Qp-analytique :
I(χ, J, dS\J) =
( ⊗
σ∈S\J
(SymdσE2)σ
)
⊗E
(
IndGPχ1 ⊗ χ2
)J−an
qui a e´te´ construite au §4.2. Soit I(χ, J, dS\J)(F ) le sous-espace ferme´ de I(χ, J, dS\J) des
fonctions f qui sont a` support compact. Il est stable par P et il engendre I(χ, J, dS\J) sous G.
En particulier, cet espace contient l’espace O(OF , J, dS\J) et l’on peut voir facilement que :
I(χ, J, dS\J) =
∑
g∈G
gO(OF , J, dS\J).
D’apre`s la preuve de [17, Proposition 1.21], le comple´te´ unitaire universel de I(χ, J, dS\J)
est le comple´te´ par rapport au sous-OE [G]-re´seau engendre´ par les vecteurs 1OF (z)z
nS\JzmJ
avec 0 6 nS\J 6 dS\J et mJ ∈ Z
|J |
≥0. En utilisant G = PK et le fait que K est compact
on voit qu’il suffit de comple´ter par rapport au sous-OE [P ]-re´seau engendre´ par les vecteurs
1OF (z)z
nS\JzmJ et 1F−OF (z)χ2χ
−1
1 (z)z
dS\J−nS\Jz−mJ avec 0 6 nS\J 6 dS\J et mJ ∈ Z
|J |
≥0.
Notons Λ ce re´seau et I(χ, J, dS\J)
∧
le comple´te´ de I(χ, J, dS\J) par rapport a` Λ. C’est en
particulier un G-Banach unitaire.
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Proposition 5.1. — Le deux conditions suivantes sont ne´cessaires pour que I(χ, J, dS\J)
∧
soit non nul :
(i) Le caracte`re central de I(χ, J, dS\J) est inte`gre ;
(ii) On a l’ine´galite´ valQp(χ2(p)) + |dS\J | ≥ 0.
De´monstration. — Supposons que (I(χ, J, dS\J)
∧
, ‖ · ‖) soit non nul. En particulier l’appli-
cation canonique
ι : I(χ, J, dS\J)→ I(χ, J, dS\J)
∧
est non nulle. Soit f ∈ I(χ, J, dS\J) tel que ι(f) 6= 0. Alors, comme ι est G-e´quivariante et
I(χ, J, dS\J)
∧
est un G-Banach unitaire on a :∣∣∣χ1(p)χ2(p)p|dS\J |∣∣∣‖ι(f)‖ = ‖ι(f)‖,
d’ou` (i).
Montrons maintenant que si valQp(χ2(p))+ |dS\J | < 0 alors I(χ, J, dS\J)
∧
est nul. Cela est
e´quivalent a` prouver que pour tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 on a :
∀λ ∈ E,∀n ≥ 0, λ1D(0,n)(z)z
nS\J zmJ ∈ Λ.(5.1)
La de´monstration se fait par re´currence sur |nS\J |+ |mJ |.
Supposons |nS\J |+ |mJ | = 0. Soit λ ∈ E et n ∈ Z≥0. Notons m le plus petit entier positif
tel que valF (χ2(̟
m
F )̟
mdS\J
F ) < valF (λ) et fixons R ⊂ OF un syste`me de repre´sentants des
classes de OF /̟
m
F OF . D’apre`s la formule (4.4) et comme Λ est stable sous l’action de P on
a :
∀ai ∈ R, [
̟mF ̟
n
F ai
0 1
]1D(0,n) = χ2(̟
m
F )̟
mdS\J
F 1D(̟nF ai,n+m) ∈ Λ.
On en de´duit :∑
ai∈R
χ2(̟
m
F )̟
mdS\J
F 1D(̟nF ai,n+m) = χ2(̟
m
F )̟
mdS\J
F 1D(0,n) ∈ Λ,
d’ou` λ1D(0,n) ∈ Λ.
Supposons que (5.1) soit vrai pour tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 tels que
|nS\J |+ |mJ | ≤ l ou` l est un entier positif. Soit i ∈ Z
|S|
≥0 tel que :
|i| = l + 1 et iσ ≤ dσ, ∀σ ∈ S\J.
D’apre`s la formule (4.4) et comme Λ est stable sous l’action de P on a :
∀ai ∈ R, [
̟mF ̟
n
F ai
0 1
]zi1D(0,n) = χ2(̟
m
F )̟
mdS\J
F
(z − ai̟nF
̟mF
)i
1D(̟nF ai,n+m) ∈ Λ,
ou` les µk sont des entiers. On en de´duit, en de´veloppant
( z−ai̟nF
̟mF
)i
et en utilisant l’hypothe`se
de re´currence :
∀ai ∈ R, χ2(̟
m
F )̟
mdS\J
F
( z
̟mF
)i
1D(̟nF ai,n+m) ∈ Λ.(5.2)
En particulier, par (5.2) on a :∑
ai∈R
χ2(̟
m
F )̟
mdS\J
F ̟
−mi
F z
i1D(̟nF ai,n+m) = χ2(̟
m
F )̟
mdS\J
F ̟
−mi
F z
i1D(0,n) ∈ Λ,
d’ou` λzi1D(0,n) ∈ Λ, ce qui permet de conclure.
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Remarque 5.2. — La condition (i) de la Proposition 5.1 peut s’exprimer par l’e´galite´ sui-
vante :
valQp(χ1(p)) + valQp(χ2(p)) + |dS\J | = 0.(5.3)
On termine cette section par quelques remarques sur le cas localement alge´brique. Soient
χ1, χ2 : F
× → E× deux caracte`res localement constants et d une |S|-uplet d’entiers positifs
ou nuls. Posons :
I(χ, d) =
(⊗
σ∈S
(SymdσE2)σ
)
⊗E
(
IndGPχ1 ⊗ χ2| · |
−1
)
,
ou` IndGPχ1⊗χ2| · |
−1 de´signe l’induite lisse usuelle. D’apre`s la Proposition 5.1 et d’apre`s [23,
Lemme 7.9] on connait deux conditions ne´cessaires pour que I(χ, d)
∧
soit non nul, c’est-a`-
dire :
(i) valQp(χ1(p)) + valQp(χ2(p)) + 1 + |d| = 0 ;
(ii) valQp(χ2(p)) + 1 + |d| ≥ 0 et valQp(χ1(p)) + 1 + |d| ≥ 0.
On voit facilement que (i) et (ii) sont e´quivalents a`
(i’) valQp(χ1(p)) + valQp(χ2(p)) + 1 + |d| = 0 ;
(ii’) valQp(χ2(p)) ≤ 0 et valQp(χ1(p)) ≤ 0.
Rappelons la conjecture suivante qui est un cas particulier d’une conjecture plus ge´ne´ral
formule´e par Breuil et Schneider dans [9].
Conjecture 5.3. — Avec les notations pre´ce´dentes, les conditions (i′) et (ii′) sont aussi
suffisantes pour que I(χ, d)
∧
soit non nul.
Remarque 5.4. — On connait une re´ponse positive a` la conjecture 5.3 dans les cas suivants :
• Si F = Qp ([3, Corollaire 5.3.1]) ;
• Si χ2χ
−1
1 est un caracte`re mode´re´ment ramifie´ et d = 0 ([30, Proposition 0.10], [20,
The´ore`me 1.2]) ;
• Si χ2χ
−1
1 est un caracte`re non ramifie´ et le vecteur d’entiers d est sujet a` quelques
restrictions ([16]).
5.2. Passage aux duaux. — Conservons les notations du §5.1 et supposons que les condi-
tions (i) et (ii) de la Proposition 5.1 soient satisfaites ce qui implique en particulier r ≥ 0.
Posons :
J ′ = J
∐
{σ ∈ S\J, dσ + 1 > r}, χ
′
1 = χ1, χ
′
2 = χ2
∏
σ∈J ′\J
σdσ .
On a une immersion ferme´e G-e´quivariante :
I(χ, J, dS\J) →֒ I(χ
′, J ′, dS\J ′).(5.4)
Le re´sultat suivant donne des indications concernant la structure de I(χ, J, dS\J)
∧
, ou plus
pre´cise´ment ses vecteurs localement Qp-analytiques.
Proposition 5.5. — Supposons que les conditions de la Proposition 5.1 soient satisfaites.
Alors les conditions suivantes sont e´quivalentes :
(i) Toute application continue, E-line´aire et G-e´quivariante I(χ, J, dS\J)→ B, ou` B est
un G-Banach unitaire, s’e´tend de manie`re unique en une application continue, E-line´aire
et G-e´quivariante I(χ′, J ′, dS\J ′)→ B.
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(ii) L’application canonique I(χ, J, dS\J)→ I(χ, J, dS\J)
∧
s’e´tend de manie`re unique en
une application continue, E-line´aire et G-e´quivariante I(χ′, J ′, dS\J ′)→ I(χ, J, dS\J)
∧
.
(iii) L’application (5.4) induit un isomorphisme de G-Banach unitaires :
I(χ, J, dS\J)
∧
∼
−→ I(χ′, J ′, dS\J ′)
∧
De´monstration. — L’e´quivalence des conditions (i), (ii) et (iii) est clair. Breuil montre (i)
sous l’hypothe`se supple´mentaire que l’application de I(χ, J, dS\J) dans B est injective ([7,
The´ore`me 7.1]). Une preuve similaire, qui utilise de fac¸on cruciale le [7, Lemme 6.1], permet
de de´montrer le cas ge´ne´ral.
D’apre`s la Proposition 5.5 (iii) donner une description explicite de I(χ, J, dS\J)
∧
est e´qui-
valente a` donner une description explicite de I(χ′, J ′, dS\J ′)
∧
. On peut alors supposer que :
∀σ ∈ S\J, r ≥ dσ + 1(5.5)
ou ce qui revient au meˆme J = J ′.
Rappelons (§5.1) que le comple´te´ unitaire universel de I(χ, J, dS\J) est le comple´te´ par
rapport au sous-OE [P ]-re´seau Λ, qui est engendre´ par les vecteurs :
1OF (z)z
nS\J zmJ , 1F−OF (z)χ2χ
−1
1 (z)z
dS\J−nS\Jz−mJ(5.6)
pour tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0.
Rappelons que I(χ, J, dS\J)
∨ de´signe le dual continu de l’espace I(χ, J, dS\J). Si µ ∈
I(χ, J, dS\J)
∨ et f ∈ I(χ, J, dS\J), on note
∫
F f(z)µ(z) l’accouplement et on pose :∫
U
f(z)µ(z) =
∫
F
1U (z)f(z)µ(z).
ou`, si U est un ouvert de F , 1U de´signe la fonction caracte´ristique de U .
D’apre`s la Remarque 2.4 l’application canonique I(χ, J, dS\J)→ I(χ, J, dS\J)
∧
est d’image
dense. Cela implique que l’on a une injection continue
(I(χ, J, dS\J)
∧
)∨ →֒ I(χ, J, dS\J)
∨.(5.7)
Le re´sultat suivant donne une caracte´risation utile de l’image de l’application (5.7).
Proposition 5.6. — Soit µ ∈ I(χ, J, dS\J)
∨. Alors µ est un e´le´ment de (I(χ, J, dS\J)
∧
)∨ si
et seulement s’il existe une constante Cµ ∈ R≥0 telle que pour tout n ∈ Z, tout a ∈ F , tout
0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 on a :∣∣∣ ∫
D(a,n)
(z − a)nS\J (z − a)mJµ(z)
∣∣∣ ≤ Cµqn(r−|nS\J |−|mJ |)(5.8) ∣∣∣ ∫
F\D(a,n+1)
χ2χ
−1
1 (z − a)(z − a)
dS\J−nS\J (z − a)−mJµ(z)
∣∣∣ ≤ Cµqn(|nS\J |+|mJ |−r).(5.9)
De´monstration. — La distribution µ s’e´tend en une forme line´aire continue sur I(χ, J, dS\J)
∧
si et seulement s’il existe une constante Cµ ∈ R≥0 telle que
∀f ∈ Λ,
∣∣∣ ∫
F
f(z)µ(z)
∣∣∣ ≤ Cµ.(5.10)
En utilisant (5.6) et l’identite´
[ 0 11 0 ] (1OF (z)z
nS\JzmJ ) = 1F−OF (z)χ2χ
−1
1 (z)z
dS\J−nS\Jz−mJ
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on de´duit imme´diatement que (5.10) est e´quivalente aux deux conditions suivantes :∣∣µ(b(1OF (z)znS\JzmJ ))∣∣ ≤ Cµ(5.11) ∣∣µ(b [ 0 11 0 ] (1OF (z)znS\J zmJ ))∣∣ ≤ Cµ(5.12)
pour tout b ∈
{[
̟nF a
0 1
]
pour n ∈ Z, a ∈ F
}
, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0.
Or, en appliquant la formule (4.4) et d’apre`s (5.3) on obtient :∣∣∣µ( [̟nF a
0 1
]
(1OF (z)z
nS\JzmJ )
)∣∣∣ = ∣∣∣µ(1D(a,n)(z)χ2(̟nF )̟ndS\JF (z − a̟nF
)nS\J(z − a
̟nF
)mJ)∣∣∣
= qn(|nS\J |+|mJ |−r)
∣∣∣µ(1D(a,n)(z)(z − a)nS\J (z − a)mJ)∣∣∣
d’ou` la condition (5.8).
Un calcul analogue montre que la condition (5.12) est e´quivalente a` la condition (5.9).
De´finition 5.7. — On appelle distribution tempe´re´e d’ordre r sur F une forme line´aire
continue sur l’espace de Banach B(χ, J, dS\J).
D’apre`s §3.2 on sait que F(OF , J, dS\J) s’injecte de fac¸on continue dans C
r(OF , J, dS\J)
et que l’image de F(OF , J, dS\J) dans C
r(OF , J, dS\J) est dense. En utilisant le fait
que I(χ, J, dS\J) (resp. B(χ, J, dS\J)) s’indentifie topologiquement a` deux copies de
F(OF , J, dS\J) (resp. C
r(OF , J, dS\J)) on en de´duit une injection GL2(F )-e´quivariante
continue :
I(χ, J, dS\J) →֒ B(χ, J, dS\J),
d’ou` a une injection continue :
B(χ, J, dS\J)
∨ →֒ I(χ, J, dS\J)
∨.(5.13)
Le re´sultat suivant donne une caracte´risation utile de l’image de l’application (5.13).
Proposition 5.8. — Soit µ ∈ I(χ, J, dS\J)
∨. Alors µ est tempe´re´e d’ordre r sur F si et
seulement s’il existe une constante Cµ ∈ R≥0 telle que∣∣∣ ∫
D(a,n)
(z − a)nS\J (z − a)mJµ(z)
∣∣∣ ≤ Cµqn(r−|nS\J |−|mJ |)(5.14)
pour tout a ∈ ̟FOF , tout 0 6 nS\J 6 dS\J tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 et tout n ≥ 1 ;∣∣∣ ∫
F\D(0,n+1)
χ2χ
−1
1 (z)z
dS\J−nS\J z−mJµ(z)
∣∣∣ ≤ Cµqn(|nS\J |+|mJ |−r)(5.15)
pour tout 0 6 nS\J 6 dS\J , tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 et tout n ≤ 0 ;∣∣∣ ∫
D( 1
a
,n−
2valF (a)
f
)
χ2χ
−1
1 (z)z
dS\J
(1
z
− a
)nS\J(1
z
− a
)mJ
µ(z)
∣∣∣ ≤ Cµqn(r−|nS\J |−|mJ |)(5.16)
pour tout a ∈ OF − {0}, tout 0 6 nS\J 6 dS\J , tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 et tout entier n >
valF (a)
f .
De´monstration. — L’application (4.2) (resp. (4.5)) induit un isomorphisme topologique de
I(χ, J, dS\J)
∨ dans (F(OF , J, dS\J)
∨)2 (resp. de B(χ, J, dS\J)
∨ dans (Cr(OF , J, dS\J)
∨)2). Si
l’on note (µ1, µ2) l’e´le´ment de (F(OF , J, dS\J)
∨)2 qui correspond a` µ via cet isomorphisme
alors il est clair que µ est tempe´re´e d’ordre r sur F si et seulement si les distributions µ1
et µ2 sont tempe´re´es d’ordre r sur OF . D’apre`s le The´ore`me 3.8, la distribution µ1 (resp.
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µ2) est tempe´re´e d’ordre r sur OF si et seulement s’il existe une constante Cµ1 ∈ R≥0 (resp.
Cµ2 ∈ R≥0) telle que pour tout a ∈ OF , tout 0 6 nS\J 6 dS\J , tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 et tout n ≥ 0
on a : ∣∣∣µ1(1D(a,n)(z)(z − a)nS\J (z − a)mJ)∣∣∣ ≤ Cµ1qn(r−|nS\J |−|mJ |)(5.17) ∣∣∣µ2(1D(a,n)(z)(z − a)nS\J (z − a)mJ)∣∣∣ ≤ Cµ2qn(r−|nS\J |−|mJ |).(5.18)
La fonction f correspondant via (4.3) au couple
(f1, f2) = (1D(a,n)(z)(z − a)
nS\J (z − a)mJ , 0)
est la fonction 1D(̟F a,n+1)(z)
(
z
̟F
− a
)nS\J( z
̟F
− a
)mJ et donc la condition (5.17) se traduit
par ∣∣∣µ(1D(̟F a,n+1)(z)(z −̟Fa)nS\J (z −̟Fa)mJ)∣∣∣ ≤ Cµ1q(n+1)(r−|nS\J |−|mJ |)
pour tout a ∈ OF , tout 0 6 nS\J 6 dS\J , tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 et tout n ≥ 0, d’ou` (5.14).
La fonction f correspondant via (4.3) au couple
(f1, f2) = (0,1D(a,n)(z)(z − a)
nS\J (z − a)mJ )
est la fonction 1{z: | 1
z
−a|≤|̟nF |}
(z)χ2χ
−1
1 (z)z
dS\J
(
1
z − a
)nS\J (1
z − a
)mJ . On va distinguer deux
cas.
• Si a ∈ D(0, n) on a {z : |1z −a| ≤ |̟
n
F |} = F\D(0,−n+1) et donc la condition (5.18)
se traduit par∣∣∣µ(1F\D(0,n+1)(z)χ2χ−11 (z)zdS\J(1z − a
)nS\J(1
z
− a
)mJ)∣∣∣ ≤ Cµ2qn(|nS\J |+|mJ |−r)(5.19)
pour tout 0 6 nS\J 6 dS\J , tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 et tout n ≤ 0. En de´veloppant
(
1
z − a
)nS\J
et
(
1
z − a
)mJ on voit facilement que la condition (5.19) est e´quivalente a` la condition
(5.15).
• Si a ∈ OF \D(0, n) on a {z : |
1
z − a| ≤ |̟
n
F |} = D(
1
a , n −
2valF (a)
f ) et la condition
(5.18) se traduit par la condition (5.16).
Corollaire 5.9. — Soit µ ∈ I(χ, J, dS\J)
∨ . Alors µ est dans Π(χ, J, dS\J)
∨ si et seulement
s’il existe une constante Cµ ∈ R≥0 ve´rifiant (5.14), (5.15), (5.16) et les deux conditions
supple´mentaires suivantes :∫
F
znS\JzmJµ(z) = 0;(5.20) ∫
F
χ2χ
−1
1 (z − a)(z − a)
dS\J−nS\J (z − a)−mJµ(z) = 0(5.21)
pour tout a ∈ F , tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 tels que r − (|nS\J |+ |mJ |) > 0.
De´monstration. — C’est une conse´quence imme´diate de la proposition 5.8 et du Lemme
4.6.
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6. Preuve du The´ore`me principal
Conservons les notations du §5.1 et supposons que les conditions (i) et (ii) de la Proposition
5.1 et la condition (5.5) soient satisfaites. Nous nous proposons de montrer que les conditions
(5.8) et (5.9) se´lectionnent exactement les distributions tempe´re´es d’ordre r sur F annulant
les fonctions znS\JzmJ et χ2χ
−1
1 (z − a)(z − a)
dS\J−nS\J (z − a)−mJ pour tout a ∈ F , tout
mJ ∈ Z
|J |
≥0 et tout 0 6 nS\J 6 dS\J tels que r − (|nS\J |+ |mJ |) > 0. Plus pre´cise´ment :
The´ore`me 6.1. — Soit µ ∈ I(χ, J, dS\J)
∨. Les deux conditions suivantes sont e´quivalentes :
(A) La distribution µ ve´rifie les conditions (5.8) et (5.9) ;
(B) La distribution µ ve´rifie les conditions (5.14), (5.15), (5.16), (5.20) et (5.21).
6.1. (A) ⇒ (B). — Supposons que µ ve´rifie (5.8) et (5.9). Alors a fortiori µ ve´rifie (5.14)
et (5.15). Montrons que (5.8) implique (5.16) quitte a` changer Cµ. Pour cela on aura besoin
de l’e´quivalence suivante.
Lemme 6.2. — Quitte a` modifier la constante Cµ les deux conditions suivantes sont e´qui-
valentes :
(i) La condition (5.16) ;
(ii) Il existe un entier n0 > 0 tel que (5.16) est satisfaite pour tout a ∈ OF − {0}, tout
0 6 nS\J 6 dS\J , tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 et tout n > n0 +
valF (a)
f .
De´monstration. — (i)⇒ (ii) est imme´diat.
Montrons (ii)⇒ (i). Soit a ∈ OF−{0} et
valF (a)
f < n ≤ n0+
valF (a)
f . Si l’on note n
′ = n+n0
on peut e´crire D
(
1
a , n−
2valF (a)
f
)
comme union de disques de la forme D′ = D
(
1
a′ , n
′− 2valF (a)f
)
avec |a| = |a′| (et donc |a − a′| ≤ q−n). En e´crivant
(
1
z − a
)i
=
((
1
z − a
′
)
+
(
a′ − a
))i
avec
i ∈ {nS\J ,mJ} et en de´veloppant on obtient :∣∣∣µ(1D′(z)χ2χ−11 (z)zdS\J(1z − a
)nS\J(1
z
− a
)mJ)∣∣∣
≤ sup
06kS\J6nS\J
06lJ6mJ
{
|a− a′||nS\J |−|kS\J |+|mJ |−|lJ |
·
∣∣∣µ(1D′(z)χ2χ−11 (z)zdS\J(1z − a′
)kS\J(1
z
− a′
)lJ)∣∣∣}
(ii)
≤ sup
06kS\J6nS\J
06lJ6mJ
qn(−|nS\J |+|kS\J |−|mJ |+|lJ |)Cµq
n′(r−|kS\J |−|lJ |)
= Cµq
n(r−|nS\J |−|mJ |)q(n
′−n)r
≤ C ′µq
n(r−|nS\J |−|mJ |)
ou` l’on a pose´ C ′µ
de´f
= Cµq
n0r. Comme le dernier terme de de´pend pas du choix de a on peut
conclure.
Proposition 6.3. — Quitte a` modifier la constante Cµ la condition (5.8) implique la condi-
tion (5.16).
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De´monstration. — Notons n0 le plus petit entier positif tel que (χ2χ
−1
1 )|D(1,n0) est une fonc-
tion J-analytique. D’apre`s le Lemme 6.2 il suffit de montrer que la condition (5.16) est satis-
faite pour tout a ∈ OF −{0}, tout 0 6 nS\J 6 dS\J , tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 et tout n > n0+
valF (a)
f .
Posons D = D
(
1
a , n−
2valF (a)
f
)
.
D’apre`s l’e´galite´ :
1D(z)
(1
z
− a
)nS\J
= 1D(z)(−1)
nS\Jz−nS\JanS\J
(
z −
1
a
)nS\J
et, en e´crivant zdS\J−nS\J = (z − 1a +
1
a)
dS\J−nS\J et en de´veloppant on obtient :
1D(z)z
dS\J
(1
z
− a
)nS\J
= 1D(z)
∑
06kS\J6dS\J−nS\J
µkS\Ja
−kS\J+nS\J
(
z −
1
a
)dS\J−kS\J
,
ou` les µkS\J sont des entiers. De manie`re analogue, en e´crivant z
−mJ = (z− 1a +
1
a)
−mJ et en
de´veloppant on a :
1D(z)z
−mJ = 1D(z)a
mJ
∑
rJ>0
λrJa
rJ
(
z −
1
a
)rJ
ou` les λrJ sont des entiers, d’ou` l’e´galite´
1D(z)
(1
z
− a
)mJ
= 1D(z)(−1)
mJ z−mJamJ
(
z −
1
a
)mJ
= 1D(z)
∑
rJ>0
λrJa
2mJ+rJ
(
z −
1
a
)mJ+rJ
.
Remarquons que
z ∈ D ⇒ az ∈ D
(
1, n−
valF (a)
f
)
⊆ D(1, n0)
ce qui implique
1D(z)χ2χ
−1
1 (z) = χ2χ
−1
1 (a
−1)1D(z)χ2χ
−1
1 (az)
= χ2χ
−1
1 (a
−1)1D(z)
∑
lJ>0
blJ (az − 1)
lJ
= χ2χ
−1
1 (a
−1)1D(z)
∑
lJ>0
blJa
lJ
(
z −
1
a
)lJ
.
avec blJ ∈ E et |blJ |q
−n0 → 0 quand |lJ | → +∞. Notons C = suplJ |blJ | et remarquons que
d’apre`s (5.3) on a |χ2χ
−1
1 (a
−1)| = |a||dS\J |−2r.
Par les e´galite´s pre´ce´dentes on obtient :∣∣∣µ(1D(z)χ2χ−11 (z)zdS\J(1z − a
)nS\J(1
z
− a
)mJ)∣∣∣
≤ C|a||dS\J |−2r sup
06kS\J6dS\J−nS\J
lJ>0, rJ>0
{
|a|2|mJ |+|rJ |+|lJ |−|kS\J |+|nS\J |
·
∣∣∣µ(1D(z)(z − 1
a
)dS\J−kS\J(
z −
1
a
)mJ+lJ+rJ)∣∣∣}
et comme (5.8) implique l’ine´galite´∣∣∣µ(1D(z)(z − 1
a
)dS\J−kS\J(
z −
1
a
)mJ+lJ+rJ)∣∣∣ ≤ Cµ∣∣∣̟nF
a2
∣∣∣|dS\J |−|kS\J |+|mJ |+|lJ |+|rJ |−r
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on en de´duit∣∣∣µ(1D(z)χ2χ−11 (z)zdS\J(1z − a
)nS\J(1
z
− a
)mJ)∣∣∣ ≤ CCµqn(r−|nS\J |−|mJ |),
d’ou` le re´sultat.
D’apre`s la Proposition 6.3 on peut e´tendre µ en une distribution tempe´re´e d’ordre r sur
F . Il reste a` montrer que µ, vu dans B(χ, J, dS\J)
∨, annule l’espace L(χ, J, dS\J). Or, d’apre`s
(5.8) on a pour tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 tels que r − (|nS\J |+ |mJ |) > 0 :∣∣∣ ∫
D(0,n)
znS\JzmJµ(z)
∣∣∣→ 0 quand n→ −∞
et d’apre`s (5.9) on a pour tout a ∈ F , tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 tels que
r − (|nS\J |+ |mJ |) > 0 :∣∣∣ ∫
F\D(a,n+1)
χ2χ
−1
1 (z − a)(z − a)
dS\J−nS\J (z − a)−mJµ(z)
∣∣∣→ 0 quand n→ +∞,
d’ou` le re´sultat, qui permet de terminer la preuve de (A)⇒ (B).
6.2. (B) ⇒ (A). — Montrer que les conditions (5.14), (5.15), (5.16), (5.20) et (5.21) im-
pliquent les conditions (5.8) et (5.9) requiert quelques pre´liminaires. Commenc¸ons par donner
une description e´quivalente des conditions (5.8) et (5.9).
Lemme 6.4. — La condition (5.8) est satisfaite (quitte a` changer Cµ) si et seulement si les
trois conditions suivantes sont ve´rifie´es :
(i) (5.8) pour tout a ∈ F et tout n ∈ Z tels que D(a, n) ∩̟FOF = ∅, tout 0 6 nS\J 6
dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 ;
(ii) (5.8) pour tout a ∈ ̟FOF , tout n ∈ Z≥1, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 ;
(iii) (5.8) pour a = 0, pour tout entier n ≤ 0, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0
tels que r − (|nS\J |+ |mJ |) > 0.
De´monstration. — (5.8)⇒ (i), (ii), (iii) est imme´diat.
Montrons (i), (ii), (iii) ⇒ (5.8). Il suffit de ve´rifier la condition (5.8) pour a = 0, pour tout
entier n ≤ 0, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 tels que r − (|nS\J |+ |mJ |) ≤ 0.
Notons R ⊂ OF un syste`me de repre´sentants des classes de OF /̟FOF tel que 0 ∈ R et
fixons m ∈ Z>0 tel que n+m > 0. Donc on a :
1D(0,n)(z)z
nS\JzmJ = 1D(0,n+m)(z)z
nS\J zmJ +
m−1∑
j=0
∑
ai∈R−{0}
1
D(ai̟
n+j
F ,n+j+1)
(z)znS\JzmJ .
En utilisant (ii) et r − (|nS\J |+ |mJ |) ≤ 0 on obtient :∣∣∣µ(1D(0,n+m)(z)znS\JzmJ)∣∣∣ ≤ Cµq(n+m)(r−|nS\J |−|mJ |) ≤ Cµqn(r−|nS\J |−|mJ |).
Il reste a` minorer les termes de la somme. Soit ai ∈ R − {0} et 0 ≤ j ≤ m − 1. En e´crivant
znS\J = (z−ai̟
n+j
F +ai̟
n+j
F )
nS\J (resp. zmJ = (z−ai̟
n+j
F +ai̟
n+j
F )
mJ ) et en de´veloppant
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on obtient :∣∣∣µ(1D(ai̟n+jF ,n+j+1)(z)znS\JzmJ
)∣∣∣
≤ sup
06lS\J6nS\J
06kJ6mJ
{∣∣∣µ(1D(ai̟n+jF ,n+j+1)(z)(ai̟n+jF )lS\J (ai̟n+jF )kJ
· (z − ai̟
n+j
F )
nS\J−lS\J (z − ai̟
n+j
F )
mJ−kJ
)∣∣∣}
(i)
≤ sup
06lS\J6nS\J
06kJ6mJ
q−(n+j)(|lS\J |+|kJ |)Cµq
(n+j+1)(r−|nS\J |+|lS\J |−|mJ |+|kJ |)
≤ Cµq
rq(n+j)(r−|nS\J |−|mJ |).
Comme r − (|nS\J |+ |mJ |) ≤ 0 on a :
q(n+j)(r−|nS\J |−|mJ |) ≤ qn(r−|nS\J |−|mJ |),
d’ou` le re´sultat.
Rappelons que pour tout k ∈ Z>0 on de´signe par Sk ⊂ O
×
F un syste`me de repre´sentants
des classes de (OF /̟
k
FOF )
× et que l de´signe le plus petit entier positif tel que χ1|D(ai,l)
(resp. χ2|D(ai,l)) est une fonction J-analytique sur l’ouvert D(ai, l) pour tout ai ∈ Sl. Notons
D(a, n, n + 1) = D(a, n)\D(a, n + 1) pour tout a ∈ F et tout n ∈ Z.
Lemme 6.5. — Supposons que la condition (5.8) soit satisfaite. Alors la condition (5.9) est
satisfaite si et seulement si les deux conditions suivantes sont ve´rifie´es :
(i) (5.9) pour tout a ∈ F , tout n ≥ 0, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 tels que
r − (|nS\J |+ |mJ |) > 0 ;
(ii) (5.9) pour a = 0, pour tout n ≤ 0, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 tels que
r − (|nS\J |+ |mJ |) ≤ 0.
De´monstration. — (5.9)⇒ (i), (ii) est imme´diat.
Montrons (i), (ii) ⇒ (5.9). Il suffit de ve´rifier la condition (5.9) dans les cas suivants :
• pour tout a ∈ F , tout n < 0, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 tels que
r − (|nS\J |+ |mJ |) > 0 ;
• pour tout a 6= 0, tout n ∈ Z, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 tels que
r − (|nS\J |+ |mJ |) ≤ 0 ;
• pour a = 0, pour tout n > 0, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 tels que
r − (|nS\J |+ |mJ |) ≤ 0.
Remarquons d’abord qu’en utilisant l’e´galite´ :
∀a ∈ F, n ∈ Z, 1D(a,n,n+1) =
∑
ai∈Sl
1D(a+ai̟nF ,n+l)
un raisonnement analogue a` celui du lemme 4.6 permet de montrer, en utilisant (5.8), que
pour tout a ∈ F , tout n ∈ Z, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 on a :∣∣∣µ(1D(a,n,n+1)(z)χ2χ−11 (z − a)(z − a)dS\J−nS\J (z − a)−mJ)∣∣∣ ≤ Cµqn(|nS\J |+|mJ |−r),(6.1)
quitte a` modifier Cµ.
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Premier cas . Soit n < 0 et fixonsm ∈ Z≥1 de sorte que que n+m > 0. En utilisant l’e´galite´
∀a ∈ F, 1F\D(a,n) = 1F\D(a,n+m) −
m−1∑
j=0
1D(a,n+j,n+j+1)
on de´duit le premier cas de (i) et de (6.1).
Deuxie`me cas . Soit a 6= 0 et n ∈ Z. Choisissons m ∈ Z de sorte que n − m < 0 et
F\D(a, n −m) = F\D(0, n −m). En utilisant l’e´galite´
1F\D(a,n) = 1F\D(a,n−m) +
m+1∑
j=0
1D(a,n−m−j,n−m−j+1)
on de´duit le deuxie`me cas de (ii) et de (6.1).
Troisie`me cas . Le meˆme raisonnement que pour le deuxie`me cas s’applique.
Remarquons que (5.14) est exactement (5.8) pour tout a ∈ ̟FOF , tout n ∈ Z≥1, tout
0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 et que (5.15) est exactement (5.9) pour a = 0, pour tout
n ≤ 0, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0. D’apre`s les Lemmes 6.4 et 6.5 il reste alors
a` montrer :
(i) (5.8) pour tout a ∈ F et tout n ∈ Z tels que D(a, n) ∩̟FOF = ∅, tout 0 6 nS\J 6
dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 ;
(ii) (5.8) pour a = 0, pour tout entier n ≤ 0, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0
tels que r − (|nS\J |+ |mJ |) > 0 ;
(iii) (5.9) pour tout a ∈ F , tout n ≥ 0, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 tels que
r − (|nS\J |+ |mJ |) > 0.
La proposition suivante montre que (5.16) implique (i).
Proposition 6.6. — La condition (5.16) implique la condition (5.8) pour tout disque D(a, n)
avec a ∈ F et n ∈ Z tel que D(a, n) ∩̟FOF = ∅, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0.
De´monstration. — Un calcul analogue a` celui de la Proposition 6.3 et dont on laisse les de´tails
au lecteur, montre que la condition (5.16) est e´quivalente a`∣∣∣ ∫
D( 1
a
,n−
2valF (a)
f
)
zdS\J
(1
z
− a
)nS\J(1
z
− a
)mJ
µ(z)
∣∣∣ ≤ Cµ|a|2r−|dS\J |qn(r−|nS\J |−|mJ |)(6.2)
pour tout a ∈ OF − {0}, tout 0 6 nS\J 6 dS\J , tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 et tout entier n >
valF (a)
f .
Soit a ∈ F et n ∈ Z tel que D(a, n) ∩ ̟FOF = ∅. Pour tout 0 6 nS\J 6 dS\J on a les
identite´s suivantes :
1D(z)
(
z −
1
a
)nS\J
= 1D(z)(−1)
nS\Ja−nS\JznS\J
(1
z
− a
)nS\J
= 1D(z)(−1)
nS\Ja−nS\J
(1
z
− a+ a
)dS\J−nS\J
zdS\J
(1
z
− a
)nS\J
= 1D(z)
∑
06kS\J6dS\J−nS\J
λkS\Ja
kS\J−nS\JzdS\J
(1
z
− a
)dS\J−kS\J
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ou` les λkS\J sont des entiers. Par un calcul similaire au pre´ce´dent on obtient :
1D(z)
(
z −
1
a
)mJ
= 1D(z)
∑
rJ>0
µrJa
−2mJ−rJ
(1
z
− a
)rJ+mJ
ou` les µrJ sont des entiers.
Les deux identite´s ci-dessus et la condition (6.2) impliquent :∣∣∣µ(1D(z)(z − 1
a
)nS\J
(z −
1
a
)mJ)∣∣∣
≤
∣∣∣a−nS\Ja−2mJ sup
rJ>0
06kS\J6dS\J−nS\J
akS\Ja−rJµ
(
1D(z)z
dS\J
(1
z
− a
)dS\J−kS\J(1
z
− a
)rJ+mJ)∣∣∣
≤Cµ|a|
−|nS\J |−2|mJ | sup
rJ>0
06kS\J6dS\J−nS\J
|a||kS\J |−|rJ ||a|2r−|dS\J |qn(r−|dS\J |+|kS\J |−|rJ |−|mJ |)
=Cµ|a|
2r−2|nS\J |−2|mJ |qn(r−|nS\J |−|mJ |)
=Cµq
(n−2
valF (a)
f
)(r−|nS\J |−|mJ |).
Comme D
(
1
a , n−
valF (a)
f
)
pour a ∈ OF −{0} et n >
valF (a)
f parcourt tous les disques D(b,m)
avec b ∈ F et m ∈ Z≥0 dans F tels que D(b,m) ∩̟FOF = ∅, on peut conclure.
En utilisant les conditions (5.20) et (5.21) on voit que montrer (ii) et (iii) est e´quivalente
a` montrer (quitte a` modifier la constante Cµ)∣∣∣ ∫
F\D(0,n)
znS\J zmJµ(z)
∣∣∣ ≤ Cµqn(r−|nS\J |−|mJ |)(6.3)
pour tout entier n ≤ 0, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et toutmJ ∈ Z
|J |
≥0 tels que r−(|nS\J |+|mJ |) > 0
et ∣∣∣ ∫
D(a,n+1)
χ2χ
−1
1 (z − a)(z − a)
dS\J−nS\J (z − a)−mJµ(z)
∣∣∣ ≤ Cµqn(|nS\J |+|mJ |−r)(6.4)
pour tout a ∈ F , tout n ≥ 0, tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 tels que r − (|nS\J | +
|mJ |) > 0.
Rappelons que si f ∈ B(χ, J, dS\J) alors
‖f‖B = sup
(
‖f1‖Cr , ‖f2‖Cr
)
(6.5)
ou` (f1, f2) de´signe l’e´le´ment de C
r
(
OF , J, dS\J
)2
qui correspond a` f via l’isomorphisme (4.5).
Les conditions (6.3) et (6.4) sont une conse´quence imme´diate du lemme suivant.
Lemme 6.7. — • Il existe une constante C ∈ R≥0 telle que pour tout entier n ≤ 0,
tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 tels que r − (|nS\J |+ |mJ |) > 0 on a :
‖1F\D(0,n+1)(z)z
nS\JzmJ‖B ≤ Cq
n(r−|nS\J |−|mJ |).
• Il existe une constante C ∈ R≥0 telle que pour tout a ∈ F , tout n ≥ 1, tout 0 6 nS\J 6
dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 tels que r − (|nS\J |+ |mJ |) > 0 on a :
‖1D(a,n)(z)χ2χ
−1
1 (z − a)(z − a)
dS\J−nS\J (z − a)−mJ‖B ≤ Cq
n(|nS\J |+|mJ |−r).
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De´monstration. — Notons fnS\J ,mJ , pour tout 0 6 nS\J 6 dS\J et tout mJ ∈ Z
|J |
≥0 tels que
r − (|nS\J |+ |mJ |) > 0, la fonction de OF dans E de´finie par :
z 7→ χ2χ
−1
1 (z)z
dS\J−nS\Jz−mJ .
D’apre`s le Lemme 4.6 c’est une fonction de classe Cr. Posons :
C = sup
{
‖fnS\J ,mJ‖Cr : 0 6 nS\J 6 dS\J , mJ ∈ Z
|J |
≥0 et r − (|nS\J |+ |mJ |) > 0
}
.(6.6)
• Par (6.5) on a :
‖1F\D(0,n+1)(z)z
nS\JzmJ‖B = ‖1D(0,−n)(z)fnS\J ,mJ (z)‖Cr .
On peut re´crire ‖1D(0,−n)(z)fnS\J ,mJ (z)‖Cr sous la forme :∣∣∣χ2χ−11 (̟−nF )(̟−nF )dS\J−nS\J (̟−nF )−mJ ∣∣∣∥∥∥1D(0,−n)(z)fnS\J ,mJ( z̟−nF
)∥∥∥
Cr
.
Or, d’apre`s (5.3) on a :∣∣∣χ2χ−11 (̟−nF )(̟−nF )dS\J−nS\J (̟−nF )−mJ ∣∣∣ = qn(2r−|nS\J |−|mJ |)
et d’apre`s le Lemme 3.2 on a :∥∥∥1D(0,−n)(z)fnS\J ,mJ( z̟−nF
)∥∥∥
Cr
≤ Cq−nr,
d’ou`
‖1F\D(0,n+1)(z)z
nS\JzmJ‖B ≤ Cq
n(r−|nS\J |−|mJ |).
• On distingue deux cas.
(i) Supposons a ∈ ̟FOF . Par (6.5) on a :
‖1D(a,n)(z)χ2χ
−1
1 (z − a)(z − a)
dS\J−nS\J (z − a)−mJ‖B
= ‖1D( a
̟F
,n−1)(z)fnS\J ,mJ (̟F z − a)‖Cr ,
et comme la norme Cr est invariante par translation on de´duit l’e´galite´ suivante :
‖1D( a
̟F
,n−1)(z)fnS\J ,mJ (̟F z − a)‖Cr = ‖1D(0,n−1)(z)fnS\J ,mJ (̟F z)‖Cr .
On peut re´crire ‖1D(0,n−1)(z)fnS\J ,mJ (̟F z)‖Cr sous la forme :∣∣∣χ2χ−11 (̟nF )(̟nF )(dS\J−nS\J)(̟nF )−mJ ∣∣∣∥∥∥1D(0,n−1)(z)fnS\J ,mJ( z̟n−1F
)∥∥∥
Cr
.
D’apre`s (5.3) on a :∣∣∣χ2χ−11 (̟nF )(̟nF )(dS\J−nS\J)(̟nF )−mJ ∣∣∣ = qn(−2r+|nS\J |+|mJ |)
et d’apre`s le Lemme 3.2 on a :∥∥∥1D(0,n−1)(z)fnS\J ,mJ( z̟n−1F
)∥∥∥
Cr
≤ Cq(n−1)r
d’ou`
‖1D(a,n)(z)χ2χ
−1
1 (z − a)(z − a)
dS\J−nS\J (z − a)−mJ‖B ≤ Cq
−rqn(−r+|nS\J |+|mJ |).
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(ii) Supposons a /∈ ̟FOF . Par (6.5) on a :
‖1D(a,n)(z)χ2χ
−1
1 (z − a)(z − a)
dS\J−nS\J (z − a)−mJ‖B
=
∣∣∣χ2χ−11 (a)adS\J−nS\Ja−mJ ∣∣∣∥∥∥1D( 1
a
,n−
2valF (a)
f
)(z)znS\JzmJfnS\J ,mJ(z − 1a
)∥∥∥
Cr
.
En e´crivant znS\J = (z − 1a +
1
a)
nS\J (resp. zmJ = (z − 1a +
1
a)
mJ ) et en de´veloppant, et
en utilisant l’invariance par translation de la norme Cr on obtient :∥∥∥1
D
(
1
a
,n−
2valF (a)
f
)(z)znS\JzmJfnS\J ,mJ(z − 1a
)∥∥∥
Cr
≤ sup
06αJ6mJ
06β
S\J
6nS\J
|a|
−|αJ |−|βS\J |
∥∥∥1
D
(
0,n−
2valF (a)
f
)(z)fβ
S\J
,αJ
(z)
∥∥∥
Cr
.
Par le Lemme 3.2 on a :∥∥∥1
D
(
0,n−
2valF (a)
f
)(z)fβ
S\J
,αJ
(z)
∥∥∥
Cr
≤ C
∣∣∣χ2χ−11 (̟nFa2
)(̟nF
a2
)dS\J−βS\J(̟nF
a2
)−αJ ∣∣∣∣∣∣̟nF
a2
∣∣∣−r,
et comme le sup est atteint pour αJ = mJ , βS\J = nS\J on obtient, en utilisant (5.3) :
‖1D(a,n)(z)χ2χ
−1
1 (z − a)(z − a)
dS\J−nS\J (z − a)−mJ‖B ≤ Cq
r−|nS\J |−|mJ |,
d’ou` le re´sultat.
Le Lemme 6.7 termine la preuve de (B)⇒ (A), et donc la preuve du The´ore`me 6.1. Ainsi on
a obtenu que l’espace de Banach dual du comple´te´ cherche´ est isomorphe dans I(χ, J, dS\J)
∨
au sous-espace de Banach de B(χ, J, dS\J)
∨ forme´ des µ qui annulent L(χ, J, dS\J), c’est-a`-
dire a` Π(χ, J, dS\J)
∨. En particulier Π(χ, J, dS\J)
∨ est un G-Banach unitaire.
Rappelons que dans [27] est introduite la cate´gorie Modflcomp(OE) des OE-modules sans
torsion line´airement topologiques se´pare´s compacts, les morphismes e´tant les applications
OE-line´aires continues. Soit M ∈ Mod
fl
comp(OE) et de´finissons le E-espace de Banach :
Md
de´f
= HomcontOE (M,E) muni de la norme ‖l‖
de´f
= sup
x∈M
|l(x)|.
Notons Modflcomp(OE)Q la cate´gorie ayant les meˆmes objets que la cate´gorie Mod
fl
comp(OE)
mais pour morphismes :
Hom
Modflcomp(OE)Q
(A,B)
de´f
= Hom
Modflcomp(OE)
(A,B)⊗ E.
Dans [27, The´ore`me 1.2], il est montre´ que le foncteur M 7→Md induit une anti-e´quivalence
de cate´gories entre Modflcomp(OE)Q et la cate´gorie des E-espaces de Banach.
Corollaire 6.8. — Il existe un isomorphisme G-e´quivariant d’espaces de Banach p-adiques :
I(χ, J, dS\J)
∧
∼
−→ Π(χ, J, dS\J).
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De´monstration. — L’argument est analogue a` celui donne´ dans [3, The´ore`me 4.3.1]. D’apre`s
[25, Lemme 9.9] on a une injection ferme´e G-e´quivariante :
Π(χ, J, dS\J) →֒
(
Π(χ, J, dS\J)
∨
)∨
.
Cela implique que Π(χ, J, dS\J) est aussi un G-Banach unitaire. Alors, par la proprie´te´ univer-
selle du comple´te´ unitaire universel, l’application I(χ, J, dS\J)→ Π(χ, J, dS\J) induit un mor-
phisme G-e´quivariant continu de I(χ, J, dS\J)
∧
vers Π(χ, J, dS\J). Cela induit un morphisme
continu sur les duaux munis de leur topologie faible qui sont des e´le´ments de Modflcomp(OE)Q.
Or, par le The´ore`me 6.1 ce morphisme est bijectif et continu. Donc, d’apre`s [5, Lemme 4.2.2]
c’est aussi un isomorphisme pour les topologies faibles. Par dualite´ ([27, The´ore`me 1.2]) on
obtient alors l’isomorphisme topologique GL2(F )-e´quivariant de l’e´nonce´.
Remarque 6.9. — Le Corollaire 6.8 ge´ne´ralise le [3, The´ore`me 4.3.1] pour F = Qp. Men-
tionnons que ce re´sultat joue un roˆle important dans la preuve par Berger et Breuil de la non
nullite´ de l’espace I(χ, J, dS\J)
∧
.
6.3. Exemple. — Introduisons quelque notations supple´mentaires et rappelons la construc-
tion des repre´sentations conside´re´es dans [7]. Si λ ∈ E× on de´signe par unrF (λ) : F
× → E×
le caracte`re non ramifie´ de´fini par x 7→ λvalF (x). Soient α, α˜ ∈ E× et k ∈ Z
|S|
>1. Fixons J1, J2
deux sous-ensembles de S tels que J1 ⊆ J2 ⊆ S. Conside´rons les deux caracte`res alge´briques
suivants :
χ1 = unrF (α
−1)
∏
σ∈J1
σkσ−1, χ2 = unrF (pα˜
−1)
∏
σ∈J1
σ−1
∏
σ∈J2\J1
σkσ−2
et posons :
π(J1, J2) =
( ⊗
σ∈S\J2
(Symkσ−2E2)σ
)
⊗E
(
IndGPχ1 ⊗ χ2
)J2−an
.
D’apre`s la Proposition 5.1 on connait deux conditions ne´cessaires pour que le comple´te´ uni-
taire universaire de la repre´sentation Qp-analytique π(J1, J2) soit non nul. Un calcul imme´diat
montre qu’elles sont e´quivalentes a`
−(valF (α) + valF (α˜)) +
∑
σ∈S
(kσ − 1) = 0(6.7)
−valF (α˜) +
∑
σ∈S\J1
(kσ − 1) ≥ 0.(6.8)
Supposons que (6.7) et (6.8) soient satisfaits. En particulier on en de´duit l’ine´galite´ suivante
−valF (α) +
∑
σ∈J1
(kσ − 1) ≤ 0.
Notons r = valF (α)−
∑
σ∈J1
(kσ − 1) et
J3 = J2
∐
{σ ∈ S\J2, kσ − 1 > r}.
D’apre`s la Proposition 5.5 on sait que l’application ferme´e et G-e´quivariante
π(J1, J2) →֒ π(J1, J3)
de´f
=
( ⊗
σ∈S\J3
(Symkσ−2E2)σ
)
⊗E
(
IndGPχ1 ⊗ χ2
∏
σ∈J3\J2
σkσ−2
)J3−an
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induit un isomorphisme G-e´quivariante de π(J1, J2)
∧
dans π(J1, J3)
∧
. Posons :
χ′1 = χ1, χ
′
2 = χ2
∏
σ∈J3\J2
σkσ−2.
Conside´rons :
B(χ, J3, (kσ − 2)σ/∈J3) = C
r(OF , J3, (kσ − 2)σ/∈J3)⊕ C
r(OF , J3, (kσ − 2)σ/∈J3).
C’est un espace de Banach sur E muni d’une action continue de G (voir la preuve du Lemme
4.4). D’apre`s le Lemme 4.6 la fonction h(nσ)σ/∈J3 ,(mσ)σ∈J3
de´finie par :
z 7→ χ′2χ
′
1
−1
(z)
∏
σ/∈J3
σ(z)kσ−2−nσ
∏
σ∈J3
σ(z)−mσ
se prolonge sur OF en une fonction de classe C
r. On de´signe par L(χ, J3, (kσ − 2)σ/∈J3) le
sous-espace de B(χ, J3, (kσ − 2)σ/∈J3) engendre´ par les couples de fonctions :(
z 7→
∏
σ/∈J3
σ(̟F z)
nσ
∏
σ∈J3
σ(̟F z)
mσ , z 7→ h(nσ)σ/∈J3 ,(mσ)σ∈J3
(z)
)
(
z 7→ h(nσ)σ/∈J3 ,(mσ)σ∈J3
(̟F z − a), z 7→ h(nσ)σ/∈J3 ,(mσ)σ∈J3
(1− az)
∏
σ/∈J3
σ(z)nσ
∏
σ∈J3
σ(z)mσ
)
pour tout a ∈ F , tout (mσ)σ∈J3 ∈ Z
|J3|
≥0 et tout (nσ)σ/∈J3 ≤ (kσ−2)σ/∈J3 tels que r−
∑
σ/∈J3
nσ−∑
J3
mσ > 0. Alors par le Corollaire 6.8 on a :
π(J1, J2)
∧
∼
−→ B(χ, J3, kS\J3 − 2)/L(χ, J3, kS\J3 − 2).
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